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III. 21 

 

 

У кругу су углови, уписани у исти отсечак, међусобно једнаки. 

 

Нека АB  круг и углови BА  и BЕ  су углови уписани у исти отсечак BАЕ .  

 

 
 

Тврдим да су углови BА  и BЕ  међусобно једнаки. 

 

Узмимо центар круга АB , нека то буде тачка Z; повуцимо BZ и Z . 

 

Пошто је угао BZ  централни, а BА  периферијски над истим луком B , биће угао 

BZ  једнак двоструком углу BА  [III.20]1. Из истих разлога је угао BZ  једнак и 

двоструком углу BЕ . Према томе је угао BА  једнак углу BЕ . 

 

На овај начин, у кругу су углови, уписани у исти отсечак, међусобно једнаки. А то је 

требало доказати. 

Ἐλ θύθιῳ αἱ ἐλ ηῷ αὐηῷ ηκήκαηη γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ.  

 

Ἔζησ θύθινο ὁ ΑΒΓΓ, θαὶ ἐλ ηῷ αὐηῷ ηκήκαηη ηῷ ΒΑΔΓ γσλίαη ἔζησζαλ αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, 

ΒΔΓ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΒΔΓ γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ ηὸ θέληξνλ, θαὶ ἔζησ ηὸ Ε, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΕ, ΕΓ.  

 

Καὶ ἐπεὶ ἡ κὲλ ὑπὸ ΒΕΓ γσλία πξὸο ηῷ θέληξῳ ἐζηίλ, ἡ δὲ ὑπὸ ΒΑΓ πξὸο ηῆ πεξηθεξείᾳ, 

θαὶ ἔρνπζη ηὴλ αὐηὴλ πεξηθέξεηαλ βάζηλ ηὴλ ΒΓΓ, ἡ ἄξα ὑπὸ ΒΕΓ γσλία δηπιαζίσλ ἐζηὶ 
η῅ο ὑπὸ ΒΑΓ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ἡ ὑπὸ ΒΕΓ θαὶ η῅ο ὑπὸ ΒΔΓ ἐζηη δηπιαζίσλ: ἴζε ἄξα ἡ 

ὑπὸ ΒΑΓ ηῆ ὑπὸ ΒΔΓ.  

 

Ἐλ θύθιῳ ἄξα αἱ ἐλ ηῷ αὐηῷ ηκήκαηη γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 III.20 У кругу је угао са теменом у центру (централни угао) једнак двоструком углу са теменом на периферији (периферијском углу), ако се ти углови ослањају на исти лук. 
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III. 22 

 

У четвороугловима уписаним у неки круг збир наспрамних углова је једнак 

двама правим угловима. 
 

Нека је АB  круг и АB  у њега уписани четвороугао.  

 

Тврдим да је збир наспрамних углова једнак двама правим угловима. 

 

Повуцимо А  и B . 

 

 
 

Пошто је у сваком троуглу збир три угла једнак двама правим [I.32]1, биће у 

троуглу АB  збир три угла АB, АB , B А једнак двама правим. Али угао АB је 

једнак углу B , јер су истом отсечку BА  и угао А  је једнак углу А , јер су 

у истом отсечку А  [III.21]2. Према томе је цео угао А  једнак збиру углова 

BА  и А . Додајмо им заједнички угао АB . Стога је збир углова АB , BА , 

А  једнак збиру АB  и А . Међутим, збир углова АB , BА , А  једнак је 

двама правим, па је и збир АB  и А  једнак двама правим. На сличан начин се 

доказује да је и збир углова BА  и  једнак двама правим. 

 

На овај начин је у четвороугловима уписаним у неки круг збир наспрамних углова 

је једнак двама правим угловима. А то је требало доказати. 

Τῶλ ἐλ ηνῖο θύθινηο ηεηξαπιεύξσλ αἱ ἀπελαληίνλ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ.  

 

Ἔζησ θύθινο ὁ ΑΒΓΓ, θαὶ ἐλ αὐηῷ ηεηξάπιεπξνλ ἔζησ ηὸ ΑΒΓΓ:  

 

ιέγσ, ὅηη αἱ ἀπελαληίνλ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ.  

 

Ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΒΓ.  

 

 
 

Ἐπεὶ νὖλ παληὸο ηξηγώλνπ αἱ ηξεῖο γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ, ηνῦ ΑΒΓ ἄξα ηξηγώλνπ αἱ 

ηξεῖο γσλίαη αἱ ὑπὸ ΓΑΒ, ΑΒΓ, ΒΓΑ δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. ἴζε δὲ ἡ κὲλ ὑπὸ ΓΑΒ ηῆ ὑπὸ 

ΒΓΓ: ἐλ γὰξ ηῷ αὐηῷ ηκήκαηί εἰζη ηῷ ΒΑΓΓ: ἡ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ ηῆ ὑπὸ ΑΓΒ: ἐλ γὰξ ηῷ αὐηῷ 

ηκήκαηί εἰζη ηῷ ΑΓΓΒ: ὅιε ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΓΓ ηαῖο ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΒ ἴζε ἐζηίλ. θνηλὴ πξνζθείζζσ 

ἡ ὑπὸ ΑΒΓ: αἱ ἄξα ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ ηαῖο ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΓ ἴζαη εἰζίλ. ἀιι' αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, 

ΒΑΓ, ΑΓΒ δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. θαὶ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΓ ἄξα δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. ὁκνίσο 

δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΓΒ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ.  

 

Τῶλ ἄξα ἐλ ηνῖο θύθινηο ηεηξαπιεύξσλ αἱ ἀπελαληίνλ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη. 

                                                 
1 I.32 У сваком троуглу спољашњи угао образован продужењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама правим 

угловима. 
2 III.21 У кругу су углови, уписани у исти отсечак, међусобно једнаки. 
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III. 23 

 

 

Над истом дужи са исте стране немогуће је конструисати два кружна отсечка 

слична и неједнака. 
 

Узмимо ипак да је могуће над истом дужи АB са исте стране конструисати два 

слична и неједнака кружна отсечка А  и А .  

 

Пресецимо их правом А  и повуцимо  и . 

 

 
 

Пошто је отсечак А  сличан отсечку А , а слични кружни отсечци садрже 

једнаке углове [III, Деф. 11]1, биће угао А  једнак углу А , спољашњи 

унутрашњем, а то је немогуће [I.16]2. 

 

На овај начин, над истом дужи са исте стране немогуће је конструисати два 

кружна отсечка слична и неједнака. А то је требало доказати. 

Ἐπὶ ηῆο αὐηῆο εὐζείαο δύν ηκήκαηα θύθισλ ὅκνηα θαὶ ἄληζα νὐ ζπζηαζήζεηαη ἐπὶ ηὰ 

αὐηὰ κέξε.  

 

Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἐπὶ η῅ο αὐη῅ο εὐζείαο η῅ο ΑΒ δύν ηκήκαηα θύθισλ ὅκνηα θαὶ ἄληζα 

ζπλεζηάησ ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε ηὰ ΑΓΒ, ΑΓΒ,  

 

θαὶ δηήρζσ ἡ ΑΓΓ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΓΒ, ΓΒ.  

 

 
 

Ἐπεὶ νὖλ ὅκνηόλ ἐζηη ηὸ ΑΓΒ ηκ῅κα ηῷ ΑΓΒ ηκήκαηη, ὅκνηα δὲ ηκήκαηα θύθισλ ἐζηὶ ηὰ 

δερόκελα γσλίαο ἴζαο, ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ γσλία ηῆ ὑπὸ ΑΓΒ ἡ ἐθηὸο ηῆ ἐληόο: ὅπεξ 

ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ.  

 

Οὐθ ἄξα ἐπὶ η῅ο αὐη῅ο εὐζείαο δύν ηκήκαηα θύθισλ ὅκνηα θαὶ ἄληζα ζπζηαζήζεηαη ἐπὶ ηὰ 

αὐηὰ κέξε: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

 

                                                 
1 III, Деф. 11 Слични су они отсечци кругова, који имају једнаке углове или су им уписани углови једнаки. 
2 I. 16 У сваком троуглу је спољашњи угао, образован продужењем једне стране, већи од сваког од два унутрашња несуседна угла. 
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III. 24 

 

Слични кружни отсечци (сегменти) над једнаким дужима међусобно су 

једнаки. 
 

Нека су АЕB и  слични кружни отсечци над једнаким дужима АB и .  

 

Тврдим да је отсечак АЕB једнак отсечку . 

 

Пренесимо отсечак АЕB на отсечак , при томе сместимо тачку А у тачку  и 

праву АB на праву ;  

 

 
 

тада ће тачка B пасти у тачку , јер је АB једнако . А ако се права АB поклопи 

са правом  поклопиће се и отсечак АЕB са отсечком З . Јер, ако се права АB 

поклопи са правом , а отсечак АЕB се не поклопи са отсечком , већ се 

налази или унутра или ван или је померен у страну као , онда један круг сече 

други у више од две тачке, а то је немогуће [III.10]1. Према томе је немогуће, ако 

се АB поклопи са , да се отсечак АЕB не поклопи са ; они се према томе 

поклапају, а значи да су једнаки међусобно. 

 

На овај начин су слични кружни отсечци (сегменти) над једнаким дужима 

међусобно једнаки. А то је требало доказати. 

Τὰ ἐπὶ ἴζσλ εὐζεηῶλ ὅκνηα ηκήκαηα θύθισλ ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ.  

 

Ἔζησζαλ γὰξ ἐπὶ ἴζσλ εὐζεηῶλ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ὅκνηα ηκήκαηα θύθισλ ηὰ ΑΔΒ, ΓΕΓ:  

 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΔΒ ηκ῅κα ηῷ ΓΕΓ ηκήκαηη.  

 

Ἐθαξκνδνκέλνπ γὰξ ηνῦ ΑΔΒ ηκήκαηνο ἐπὶ ηὸ ΓΕΓ θαὶ ηηζεκέλνπ ηνῦ κὲλ Α ζεκείνπ ἐπὶ ηὸ Γ 

η῅ο δὲ ΑΒ εὐζείαο ἐπὶ ηὴλ ΓΓ, ἐθαξκόζεη θαὶ ηὸ Β ζεκεῖνλ ἐπὶ ηὸ Γ ζεκεῖνλ δηὰ ηὸ ἴζελ εἶλαη 

ηὴλ ΑΒ ηῆ ΓΓ:  

 

 
 

η῅ο δὲ ΑΒ ἐπὶ ηὴλ ΓΓ ἐθαξκνζάζεο ἐθαξκόζεη θαὶ ηὸ ΑΔΒ ηκ῅κα ἐπὶ ηὸ ΓΕΓ. εἰ γὰξ ἡ ΑΒ 

εὐζεῖα ἐπὶ ηὴλ ΓΓ ἐθαξκόζεη, ηὸ δὲ ΑΔΒ ηκ῅κα ἐπὶ ηὸ ΓΕΓ κὴ ἐθαξκόζεη, ἤηνη ἐληὸο αὐηνῦ 

πεζεῖηαη ἢ ἐθηὸο ἢ παξαιιάμεη ὡο ηὸ ΓΖΓ, θαὶ θύθινο θύθινλ ηέκλεη θαηὰ πιείνλα ζεκεῖα ἢ 

δύν: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἐθαξκνδνκέλεο η῅ο ΑΒ εὐζείαο ἐπὶ ηὴλ ΓΓ νὐθ ἐθαξκόζεη 

θαὶ ηὸ ΑΔΒ ηκ῅κα ἐπὶ ηὸ ΓΕΓ: ἐθαξκόζεη ἄξα, θαὶ ἴζνλ αὐηῷ ἔζηαη.  

 

Τὰ ἄξα ἐπὶ ἴζσλ εὐζεηῶλ ὅκνηα ηκήκαηα θύθισλ ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 III.10 Круг не сече круг у више од две тачке. 
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III. 25 

 

Дати кружни отсечак допунити кругом, чији је то отсечак. 

 

Нека је дат кружни отсечак АB .  

 

Треба тај отсечак АB  допунити кругом, чији је то отсечак. 

 

Преполовимо А  тачком  и повуцимо кроз тачку  праву  управну на А  и 

затим повуцимо праву АB. Тада угао АB  може бити већи, једнак или мањи од 

угла BА . 

\ 

   
 

Нека, прво, буде већи; тада конструишимо на правој BА код тачке А угао BАЕ 

једнак углу АB  и продужимо B  до тачке Е па нацртајмо Е . Пошто је сад угао 

АBЕ, једнак углу BАЕ, биће и права ЕB једнака правој ЕА [I.6]1, а како је А  

једнако , а Е је заједничка, биће две стране А  и Е једнаке двема односним 

странама,  и Е, и угао А Е је једнак углу Е, јер је сваки прав, па је стога и 

основица АЕ једнака основици Е. А доказали смо да је АЕ једнако BЕ; према 

томе је BЕ једнако Е. На тај начин су три дужи ЕА, ЕB, Е  међусобно једнаке. 

Према томе круг нацртан из центра Е са полупречником једнаким једној од дужи 

ЕА, ЕB, Е  пролази и кроз остале тачке и допуна је кружног отсечка [III.9]2. На тај 

Κύθινπ ηκήκαηνο δνζέληνο πξνζαλαγξάςαη ηὸλ θύθινλ, νὗπέξ ἐζηη ηκῆκα.  

 

Ἔζησ ηὸ δνζὲλ ηκ῅κα θύθινπ ηὸ ΑΒΓ:  

 

δεῖ δὴ ηνῦ ΑΒΓ ηκήκαηνο πξνζαλαγξάςαη ηὸλ θύθινλ, νὗπέξ ἐζηη ηκ῅κα.  

 

Τεηκήζζσ γὰξ ἡ ΑΓ δίρα θαηὰ ηὸ Γ, θαὶ ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Γ ζεκείνπ ηῆ ΑΓ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΓΒ, θαὶ 

ἐπεδεύρζσ ἡ ΑΒ: ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλία ἄξα η῅ο ὑπὸ ΒΑΓ ἤηνη κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ἴζε ἢ ἐιάηησλ.  

 

 
 

                                                 
1 I.6 Ако су у троуглу међусобно једнака два угла, онда морају бити међусобно једнаке и стране које леже спрам једнаких углова. 
2 III.9 Ако је у кругу узета тачка и из те тачке повучено ка кругу више од две једнаке праве, узета тачка је центар круга. 
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начин то је круг који допуњује дати кружни отсечак. При томе је јасно да је 

отсечак АB  мањи од полукруга, јер центар Е лежи ван њега. 

Слично се показује да ако је угао АB  једнак углу BА , биће свака од B  и  

једнака А  и при томе три дужи, наиме А, , , међусобно једнаке и тачка  је 

центар потпуног круга, а отсечак АB  је полукруг. 

Најзад, ако је АB  мањи од угла BА  и конструишемо на правој BА код тачке А 

угао једнак углу АB , онда ће центар круга пасти унутра кружног отсечка на , а 

сам отсечак АB  биче већи од полукруга. 

 

На овај начин је дати кружни отсечак допуњен кругом. А то је требало извести. 

Ἔζησ πξόηεξνλ κείδσλ, θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῆ ΒΑ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῆ ζεκείῳ ηῷ Α ηῆ 

ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΔ, θαὶ δηήρζσ ἡ ΓΒ ἐπὶ ηὸ Δ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΔΓ. ἐπεὶ νὖλ ἴζε 

ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γσλία ηῆ ὑπὸ ΒΑΔ, ἴζε ἄξα ἐζηὶ θαὶ ἡ ΔΒ εὐζεῖα ηῆ ΔΑ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ 

ΑΓ ηῆ ΓΓ, θνηλὴ δὲ ἡ ΓΔ, δύν δὴ αἱ ΑΓ, ΓΔ δύν ηαῖο ΓΓ, ΓΔ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ: θαὶ 
γσλία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΓΓΔ ἐζηηλ ἴζε: ὀξζὴ γὰξ ἑθαηέξα: βάζηο ἄξα ἡ ΑΔ βάζεη ηῆ 

ΓΔ ἐζηηλ ἴζε. ἀιιὰ ἡ ΑΔ ηῆ ΒΔ ἐδείρζε ἴζε: θαὶ ἡ ΒΔ ἄξα ηῆ ΓΔ ἐζηηλ ἴζε: αἱ ηξεῖο ἄξα αἱ ΑΔ, 

ΔΒ, ΔΓ ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ: ὁ ἄξα θέληξῳ ηῷ Δ δηαζηήκαηη δὲ ἑλὶ ηῶλ ΑΔ, ΔΒ, ΔΓ θύθινο 

γξαθόκελνο ἥμεη θαὶ δηὰ ηῶλ ινηπῶλ ζεκείσλ θαὶ ἔζηαη πξνζαλαγεγξακκέλνο. θύθινπ ἄξα 

ηκήκαηνο δνζέληνο πξνζαλαγέγξαπηαη ὁ θύθινο. θαὶ δ῅ινλ, ὡο ηὸ ΑΒΓ ηκ῅κα ἔιαηηόλ ἐζηηλ 

ἡκηθπθιίνπ δηὰ ηὸ ηὸ Δ θέληξνλ ἐθηὸο αὐηνῦ ηπγράλεηλ. Ὁκνίσο [ δὲ ] θἂλ ᾖ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλία 

ἴζε ηῆ ὑπὸ ΒΑΓ, η῅ο ΑΓ ἴζεο γελνκέλεο ἑθαηέξᾳ ηῶλ ΒΓ, ΓΓ αἱ ηξεῖο αἱ ΓΑ, ΓΒ, ΓΓ ἴζαη 

ἀιιήιαηο ἔζνληαη, θαὶ ἔζηαη ηὸ Γ θέληξνλ ηνῦ πξνζαλαπεπιεξσκέλνπ θύθινπ, θαὶ δειαδὴ 

ἔζηαη ηὸ ΑΒΓ ἡκηθύθιηνλ. Ἐὰλ δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἐιάηησλ ᾖ η῅ο ὑπὸ ΒΑΓ, θαὶ ζπζηεζώκεζα 

πξὸο ηῆ ΒΑ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῆ ζεκείῳ ηῷ Α ηῆ ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ἴζελ, ἐληὸο ηνῦ ΑΒΓ 

ηκήκαηνο πεζεῖηαη ηὸ θέληξνλ ἐπὶ η῅ο ΓΒ, θαὶ ἔζηαη δειαδὴ ηὸ ΑΒΓ ηκ῅κα κεῖδνλ ἡκηθπθιίνπ.  

 

Κύθινπ ἄξα ηκήκαηνο δνζέληνο πξνζαλαγέγξαπηαη ὁ θύθινο: ὅπεξ ἔδεη πνη῅ζαη. 
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III. 26 

 

У једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако су над њима било 

централни било периферијски углови једнаки. 

 

Нека су АB  и Е  једнаки кругови и нека су једнаки било централни углови BH  

и Е , било периферијски BА  и Е Z.  

 

 
 

Тврдим да је лук BК  једнак луку Е . 

 

Повуцимо B  и ЕZ. 

 

Пошто су кругови АB  и ЕZ једнаки, једнаки су и њихови полупречници. Како 

су две стране BH и  једнаке двема странама Е  и  и угао при H једнак углу 

при , биће и основица B  једнака основици ЕZ [I.4]1. А пошто је угао код А 

једнак углу код , биће отсечак BА  сличан отсечку Е  [III, Деф. 11]2, а при томе 

су на једнаким дужима (B , ЕZ). Како су на једнаким дужима слични кружни 

отсечци међусобно једнаки [III.24]3, биће BА  једнако Е . И пошто је цео круг 

АB  једнак целом кругу ЕZ, биће и остатак лук BК  једнак луку Е . 

 

На овај начин, у једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако су над њима 

било централни било периферијски углови једнаки. А то је требало доказати. 

Ἐλ ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἴζαη γσλίαη ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβήθαζηλ, ἐάλ ηε πξὸο ηνῖο 

θέληξνηο ἐάλ ηε πξὸο ηαῖο πεξηθεξείαηο ὦζη βεβεθπῖαη.  

 

Ἔζησζαλ ἴζνη θύθινη νἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ θαὶ ἐλ αὐηνῖο ἴζαη γσλίαη ἔζησζαλ πξὸο κὲλ ηνῖο θέληξνηο 

αἱ ὑπὸ ΒΖΓ, ΔΘΕ, πξὸο δὲ ηαῖο πεξηθεξείαηο αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΔΓΕ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΚΓ πεξηθέξεηα ηῆ ΔΛΕ πεξηθεξείᾳ.  

 

Ἐπεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΒΓ, ΔΕ. 

 

 Καὶ ἐπεὶ ἴζνη εἰζὶλ νἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ θύθινη, ἴζαη εἰζὶλ αἱ ἐθ ηῶλ θέληξσλ: δύν δὴ αἱ ΒΖ, ΖΓ δύν 

ηαῖο ΔΘ, ΘΕ ἴζαη: θαὶ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Ζ γσλίᾳ ηῆ πξὸο ηῷ Θ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΒΓ βάζεη ηῆ ΔΕ 

ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ πξὸο ηῷ Α γσλία ηῆ πξὸο ηῷ Γ, ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΑΓ ηκ῅κα 

ηῷ ΔΓΕ ηκήκαηη: θαί εἰζηλ ἐπὶ ἴζσλ εὐζεηῶλ [ ηῶλ ΒΓ, ΔΕ ]: ηὰ δὲ ἐπὶ ἴζσλ εὐζεηῶλ ὅκνηα 

ηκήκαηα θύθισλ ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: ἴζνλ ἄξα ηὸ ΒΑΓ ηκ῅κα ηῷ ΔΓΕ. ἔζηη δὲ θαὶ ὅινο ὁ ΑΒΓ 

θύθινο ὅιῳ ηῷ ΓΔΕ θύθιῳ ἴζνο: ινηπὴ ἄξα ἡ ΒΚΓ πεξηθέξεηα ηῆ ΔΛΕ πεξηθεξείᾳ ἐζηὶλ ἴζε.  

 

Ἐλ ἄξα ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἴζαη γσλίαη ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβήθαζηλ, ἐάλ ηε πξὸο ηνῖο 

θέληξνηο ἐάλ ηε πξὸο ηαῖο πεξηθεξείαηο ὦζη βεβεθπῖαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 I. 4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 III, Деф. 11 Слични су они отсечци кругова, који имају једнаке углове или су им уписани углови једнаки. 
3 III.24 Слични кружни отсечци (сегменти) над једнаким дужима међусобно су једнаки. 
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III. 27 

 

У једнаким круговима међусобно су једнаки углови, ако су они било 

централни било периферијски над једнаким луцима. 

 

У једнаким круговима АB  и ЕZ над једнаким луцима B , ЕZ налазе се код 

центра H и  централни углови BH  и Е , а код периферије углови BА  и 

Е .  

 

 
 

Тврдим да је угао BH  једнак углу Е  и да је угао BА  једнак углу Е . 

 

Ако ипак BH  није једнако Е , биће један већи од другог. Нека већи буде 

BH ; тада конструишимо на правој BH у њеној тачки H угао BHК једнак углу 

Е  [I.23]1. Како су једнаки углови над једнаким луцима, ако су им центри 

исти [III.26]2, биће лук BК једнак луку ЕZ. Али ЕZ је једнако B  па према томе 

је и BК једнако B , мање већем, а то је немогуће. Није према томе угао BH  

неједнак углу Е , па значи да су они једнаки. Затим, како је угао код А 

половина BH , а угао код  половина угла Е  [III.20]3, биће и угао код А 

једнак углу код . 

 

На овај начин, у једнаким круговима међусобно су једнаки углови, ако су они 

било централни било периферијски над једнаким луцима. А то је требало 

доказати. 

Ἐλ ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβεθπῖαη γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ, ἐάλ ηε 

πξὸο ηνῖο θέληξνηο ἐάλ ηε πξὸο ηαῖο πεξηθεξείαηο ὦζη βεβεθπῖαη.  

 

Ἐλ γὰξ ἴζνηο θύθινηο ηνῖο ΑΒΓ, ΓΔΕ ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ ηῶλ ΒΓ, ΔΕ πξὸο κὲλ ηνῖο Ζ, Θ 

θέληξνηο γσλίαη βεβεθέησζαλ αἱ ὑπὸ ΒΖΓ, ΔΘΕ, πξὸο δὲ ηαῖο πεξηθεξείαηο αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΔΓΕ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ κὲλ ὑπὸ ΒΖΓ γσλία ηῆ ὑπὸ ΔΘΕ ἐζηηλ ἴζε, ἡ δὲ ὑπὸ ΒΑΓ ηῆ ὑπὸ ΔΓΕ ἐζηηλ ἴζε.  

 

Δἰ γὰξ ἄληζόο ἐζηηλ ἡ ὑπὸ ΒΖΓ ηῆ ὑπὸ ΔΘΕ, κία αὐηῶλ κείδσλ ἐζηίλ. ἔζησ κείδσλ ἡ ὑπὸ ΒΖΓ, 

θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῆ ΒΖ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῆ ζεκείῳ ηῷ Ζ ηῆ ὑπὸ ΔΘΕ γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ 

ΒΖΚ: αἱ δὲ ἴζαη γσλίαη ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβήθαζηλ, ὅηαλ πξὸο ηνῖο θέληξνηο ὦζηλ: ἴζε ἄξα ἡ 

ΒΚ πεξηθέξεηα ηῆ ΔΕ πεξηθεξείᾳ. ἀιιὰ ἡ ΔΕ ηῆ ΒΓ ἐζηηλ ἴζε: θαὶ ἡ ΒΚ ἄξα ηῆ ΒΓ ἐζηηλ ἴζε ἡ 

ἐιάηησλ ηῆ κείδνλη: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἄληζόο ἐζηηλ ἡ ὑπὸ ΒΖΓ γσλία ηῆ ὑπὸ ΔΘΕ: 

ἴζε ἄξα. θαί ἐζηη η῅ο κὲλ ὑπὸ ΒΖΓ ἡκίζεηα ἡ πξὸο ηῷ Α, η῅ο δὲ ὑπὸ ΔΘΕ ἡκίζεηα ἡ πξὸο ηῷ Γ: 

ἴζε ἄξα θαὶ ἡ πξὸο ηῷ Α γσλία ηῆ πξὸο ηῷ Γ.  

 

Ἐλ ἄξα ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβεθπῖαη γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ, ἐάλ ηε 

πξὸο ηνῖο θέληξνηο ἐάλ ηε πξὸο ηαῖο πεξηθεξείαηο ὦζη βεβεθπῖαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 I. 23 Конструисати на датој правој у датој тачки на њој праволинијски угао једнак датом праволинијском углу. 
2 III.26 У једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако су над њима било централни било периферијски углови једнаки. 
3 III.20 У кругу је угао са теменом у центру (централни угао) једнак двоструком углу са теменом на периферији (периферијском углу), ако се ти углови ослањају на исти лук. 
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III. 28 

 

У једнаким круговима једнаке тетиве отсецају једнаке лукове, већи једнак је 

већем, мањи-мањем. 

 

Нека су АB , ЕZ једнаки кругови и нека једнаке праве (тетиве) АB и Е отсецају 

веће лукове А , Е и мање АHB и Е.  

 

 
 

Тврдим да је већи лук А  једнак већем луку Е и мањи лук АHB једнак мањем 

луку Е. 

 

Узмимо центре К и  кругова и нацртајмо АК, КB, ,  Е. 

Пошто су кругови једнаки, једнаки су и њихови полупречници. Две стране АК, КB 

једнаке су двема странама , Е и основица АB једнака је основици Е. Према 

томе је и угао АКB једнак углу Е [I.8]1, а једнаки углови су над једнаким 

луцима, ако су истих центара [III.26]2. Стога је лук АHB једнак луку Е. Али је 

цео круг АB  једнак целом кругу ЕZ, па према томе је и преостали лук А  

једнак преосталом луку Е. 

 

На овај начин, у једнаким круговима једнаке тетиве отсецају једнаке лукове, већи 

једнак је већем, мањи-мањем. А то је требало доказати. 

Ἐλ ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἴζαη εὐζεῖαη ἴζαο πεξηθεξείαο ἀθαηξνῦζη ηὴλ κὲλ κείδνλα ηῇ 

κείδνλη ηὴλ δὲ ἐιάηηνλα ηῇ ἐιάηηνλη.  

 

Ἔζησζαλ ἴζνη θύθινη νἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ, θαὶ ἐλ ηνῖο θύθινηο ἴζαη εὐζεῖαη ἔζησζαλ αἱ ΑΒ, ΓΔ ηὰο 

κὲλ ΑΓΒ, ΓΕΔ πεξηθεξείαο κείδνλαο ἀθαηξνῦζαη ηὰο δὲ ΑΖΒ, ΓΘΔ ἐιάηηνλαο:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ κὲλ ΑΓΒ κείδσλ πεξηθέξεηα ἴζε ἐζηὶ ηῆ ΓΕΔ κείδνλη πεξηθεξείᾳ, ἡ δὲ ΑΖΒ 

ἐιάηησλ πεξηθέξεηα ηῆ ΓΘΔ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ηὰ θέληξα ηῶλ θύθισλ ηὰ Κ, Λ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΚ, ΚΒ, ΓΛ, ΛΔ. Καὶ ἐπεὶ 
ἴζνη θύθινη εἰζίλ, ἴζαη εἰζὶ θαὶ αἱ ἐθ ηῶλ θέληξσλ: δύν δὴ αἱ ΑΚ, ΚΒ δπζὶ ηαῖο ΓΛ, ΛΔ ἴζαη 

εἰζίλ: θαὶ βάζηο ἡ ΑΒ βάζεη ηῆ ΓΔ ἴζε: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΚΒ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΓΛΔ ἴζε ἐζηίλ. αἱ 

δὲ ἴζαη γσλίαη ἐπὶ ἴζσλ πεξηθεξεηῶλ βεβήθαζηλ, ὅηαλ πξὸο ηνῖο θέληξνηο ὦζηλ: ἴζε ἄξα ἡ ΑΖΒ 

πεξηθέξεηα ηῆ ΓΘΔ. ἐζηὶ δὲ θαὶ ὅινο ὁ ΑΒΓ θύθινο ὅιῳ ηῷ ΓΔΕ θύθιῳ ἴζνο: θαὶ ινηπὴ ἄξα ἡ 

ΑΓΒ πεξηθέξεηα ινηπῆ ηῆ ΓΕΔ πεξηθεξείᾳ ἴζε ἐζηίλ.  

 

Ἐλ ἄξα ηνῖο ἴζνηο θύθινηο αἱ ἴζαη εὐζεῖαη ἴζαο πεξηθεξείαο ἀθαηξνῦζη ηὴλ κὲλ κείδνλα ηῆ 

κείδνλη ηὴλ δὲ ἐιάηηνλα ηῆ ἐιάηηνλη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 I. 8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
2
 III.26 У једнаким круговима међусобно су једнаки луци, ако су над њима било централни било периферијски углови једнаки. 
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III. 29 

 

 

У једнаким круговима једнаке лукове стежу једнаке тетиве. 

 

Нека су АB , ЕZ једнаки кругови и у њима једнаки лукови BH , Е , а стежу их 

тетиве B , ЕZ.  

 

 
 

Тврдим да је B  једнако ЕZ. 

 

Узмимо центре кругова, тачке К,  и повуцимо BК, К , Е , . 

Пошто је лук BH  једнак луку Е , биће угао BК  једнак углу Е  [III.27]1, а 

како су кругови АB , ЕZ једнаки, биће једнаки и њихови полупречници. Две 

стране BК, К  једнаке су двема странама Е ,  и углови, које оне захватају, 

једнаки су, па је и основица, B  једнака основици ЕZ [I.4]2. 

 

На овај начин, у једнаким круговима једнаке лукове стежу једнаке тетиве. А то је 

требало доказати. 

Ἐλ ηνῖο ἴζνηο θύθινηο ηὰο ἴζαο πεξηθεξείαο ἴζαη εὐζεῖαη ὑπνηείλνπζηλ.  

 

Ἔζησζαλ ἴζνη θύθινη νἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ, θαὶ ἐλ αὐηνῖο ἴζαη πεξηθέξεηαη ἀπεηιήθζσζαλ αἱ ΒΖΓ, 

ΔΘΕ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΓ, ΔΕ εὐζεῖαη:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΓ ηῆ ΔΕ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ηὰ θέληξα ηῶλ θύθισλ, θαὶ ἔζησ ηὰ Κ, Λ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΚ, ΚΓ, ΔΛ, 

ΛΕ. Καὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΖΓ πεξηθέξεηα ηῆ ΔΘΕ πεξηθεξείᾳ, ἴζε ἐζηὶ θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΒΚΓ 

ηῆ ὑπὸ ΔΛΕ. θαὶ ἐπεὶ ἴζνη εἰζὶλ νἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ θύθινη, ἴζαη εἰζὶ θαὶ αἱ ἐθ ηῶλ θέληξσλ: δύν δὴ αἱ 

ΒΚ, ΚΓ δπζὶ ηαῖο ΔΛ, ΛΕ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ γσλίαο ἴζαο πεξηέρνπζηλ: βάζηο ἄξα ἡ ΒΓ βάζεη ηῆ ΔΕ 

ἴζε ἐζηίλ.  

 

Ἐλ ἄξα ηνῖο ἴζνηο θύθινηο ηὰο ἴζαο πεξηθεξείαο ἴζαη εὐζεῖαη ὑπνηείλνπζηλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 III.27 У једнаким круговима међусобно су једнаки углови, ако су они било централни било периферијски над једнаким луцима. 
2
 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
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III. 30 

 

 

Преполовимо дати лук. 

 

Нека је дат лук А .  

 

Треба тај лук преполовити. 

 

Повуцимо дуж АB и преполовимо је тачком  и кроз ту тачку  повуцимо праву 

 управно на АB па повуцимо А  и . 

 

 
 

Пошто је А  једнако , а  је заједничко, две стране А ,  једнаке двема 

странама B ,  и угао А  једнак је углу B , јер је сваки прав, биће и основица 

А  једнака основици  [I.4]1. Али једнаке тетиве отсецају једнаке лукове, већи је 

једнак већем, мањи-мањем [III.28]2. Но сваки од А ,  мањи је од полукруга. 

Према томе је лук А  једнак луку . 

 

На овај начин је дати лук тачком  преполовљен. А то је требало извести. 

Τὴλ δνζεῖζαλ πεξηθέξεηαλ δίρα ηεκεῖλ.  

 

Ἔζησ ἡ δνζεῖζα πεξηθέξεηα ἡ ΑΓΒ:  

 

δεῖ δὴ ηὴλ ΑΓΒ πεξηθέξεηαλ δίρα ηεκεῖλ.  

 

Ἐπεδεύρζσ ἡ ΑΒ, θαὶ ηεηκήζζσ δίρα θαηὰ ηὸ Γ, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Γ ζεκείνπ ηῆ ΑΒ εὐζείᾳ πξὸο 

ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΓΓ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΒ.  

 

 
 

Καὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΓ ηῆ ΓΒ, θνηλὴ δὲ ἡ ΓΓ, δύν δὴ αἱ ΑΓ, ΓΓ δπζὶ ηαῖο ΒΓ, ΓΓ ἴζαη εἰζίλ: 

θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΓΓ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΒΓΓ ἴζε: ὀξζὴ γὰξ ἑθαηέξα: βάζηο ἄξα ἡ ΑΓ βάζεη ηῆ ΓΒ 

ἴζε ἐζηίλ. αἱ δὲ ἴζαη εὐζεῖαη ἴζαο πεξηθεξείαο ἀθαηξνῦζη ηὴλ κὲλ κείδνλα ηῆ κείδνλη ηὴλ δὲ 

ἐιάηηνλα ηῆ ἐιάηηνλη: θαί ἐζηηλ ἑθαηέξα ηῶλ ΑΓ, ΓΒ πεξηθεξεηῶλ ἐιάηησλ ἡκηθπθιίνπ: ἴζε 

ἄξα ἡ ΑΓ πεξηθέξεηα ηῆ ΓΒ πεξηθεξείᾳ.  

 

Ἡ ἄξα δνζεῖζα πεξηθέξεηα δίρα ηέηκεηαη θαηὰ ηὸ Γ ζεκεῖνλ: ὅπεξ ἔδεη πνη῅ζαη. 

                                                 
1 I. 4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 III.28 У једнаким круговима једнаке тетиве отсецају једнаке лукове, већи једнак је већем, мањи-мањем. 
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III. 31 

 

У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од полукруга 

мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао 

отсечка већег од полукруга је већи од правог, а угао отсечка мањег од 

полукруга мањи од правог. 

 

Нека АB  буде круг, B  је његов пречник, тачка Е центар; па повуцимо BА, А , 

А , .  

 

 
 

Тврдим да је угао BА  у полукругу BА  прав, да је угао АB  у кружном отсечку 

АB , већем од полукруга, мањи од правог угла, а угао А  у кружном отсечку 

А , мањем од полукруга, већи правог. 

 

Повуцимо АЕ и продужимо BА до Z. 

 

Пошто је BЕ једнако ЕА, биће угао АBЕ једнак углу BАЕ [I.5]1. Даље, пошто је Е 

једнако ЕА, угао А Е је једнак углу АЕ [I.5]. Одавде је цео угао BА  једнак 

Ἐλ θύθιῳ ἡ κὲλ ἐλ ηῷ ἡκηθπθιίῳ γσλία ὀξζή ἐζηηλ, ἡ δὲ ἐλ ηῷ κείδνλη ηκήκαηη 

ἐιάηησλ ὀξζῆο, ἡ δὲ ἐλ ηῷ ἐιάηηνλη ηκήκαηη κείδσλ ὀξζῆο: θαὶ ἔηη ἡ κὲλ ηνῦ κείδνλνο 

ηκήκαηνο γσλία κείδσλ ἐζηὶλ ὀξζῆο, ἡ δὲ ηνῦ ἐιάηηνλνο ηκήκαηνο γσλία ἐιάηησλ 

ὀξζῆο.  

 

Ἔζησ θύθινο ὁ ΑΒΓΓ, δηάκεηξνο δὲ αὐηνῦ ἔζησ ἡ ΒΓ, θέληξνλ δὲ ηὸ Δ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ 
ΒΑ, ΑΓ, ΑΓ, ΓΓ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ κὲλ ἐλ ηῷ ΒΑΓ ἡκηθπθιίῳ γσλία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ὀξζή ἐζηηλ, ἡ δὲ ἐλ ηῷ ΑΒΓ κείδνλη 

ηνῦ ἡκηθπθιίνπ ηκήκαηη γσλία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ὀξζ῅ο, ἡ δὲ ἐλ ηῷ ΑΓΓ ἐιάηηνλη ηνῦ 

ἡκηθπθιίνπ ηκήκαηη γσλία ἡ ὑπὸ ΑΓΓ κείδσλ ἐζηὶλ ὀξζ῅ο.  

 

Ἐπεδεύρζσ ἡ ΑΔ, θαὶ δηήρζσ ἡ ΒΑ ἐπὶ ηὸ Ε.  

 

                                                 
1 I. 5 Код једнакокраких троуглова углови су на основици једнаки међусобно, а у случају продужења једнаких страна углови под основицом такође морају бити једнаки међусобно. 
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збиру двају углова АB  и А . Међутим и угао ZА , као спољашњи угао троугла 

АB , једнак је збиру двају углова АB  и А  [I.32]1. Према томе је угао BА  

једнак углу ZА , што значи да је сваки од њих прав [I, Деф. 10]2. На тај начин је 

угао BА  у полукругу BА  прав. 

Пошто је у троуглу АB  збир двају углова АB  и BА  мањи од два права угла 

[I.17]3, а један је BА  прав, биће угао АB  мањи од правог, а он је у кружном 

отсечку већем од полукруга. 

Пошто је АB  четвороугао у кругу, а код четвороуглова у круговима збир збир 

наспрамним углова једнак двама правим [III.22]4 (због тога је збир углова АB  и 

А  једнак двама правим), а угао АB  је мањи од правог, биће преостали угао 

А  већи од правог, а при томе је кружни отсечак А  мањи од полукруга. 

Тврдим да је и угао већег кружног отсечка захваћеног луком АB  и тетивом А  

већи од правог, а угао мањег кружног отсечка захваћеног луком А  ( ) и тетивом 

А  мањи од правог. То је само по себи јасно. Наиме, пошто је угао између правих 

BА и А  прав, биће угао захваћен луком АB  и тетивом А  већи од правог. Исто 

тако, пошто је угао између правих А  и АZ прав, биће угао захваћен правом А и 

луком А  ( ) мањи од правог. 

 

На овај начин, у кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од 

полукруга мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао 

отсечка већег од полукруга је већи од правог угла, а угао отсечка мањег од 

полукруга мањи од правог. А то је требало доказати. 

 

Последица 

 

Отуда је јасно да ако је у троуглу један угао једнак збиру двају осталих, тај угао је 

прав, јер је и његов упоредни угао исто тако једнак том збиру. А кад су упоредни 

углови једнаки, они су прави. 

Καὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΔ ηῆ ΔΑ, ἴζε ἐζηὶ θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΒΔ ηῆ ὑπὸ ΒΑΔ. πάιηλ, ἐπεὶ ἴζε 

ἐζηὶλ ἡ ΓΔ ηῆ ΔΑ, ἴζε ἐζηὶ θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΔ ηῆ ὑπὸ ΓΑΔ: ὅιε ἄξα ἡ ὑπὸ ΒΑΓ δπζὶ ηαῖο ὑπὸ 

ΑΒΓ, ΑΓΒ ἴζε ἐζηίλ. ἐζηὶ δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΕΑΓ ἐθηὸο ηνῦ ΑΒΓ ηξηγώλνπ δπζὶ ηαῖο ὑπὸ ΑΒΓ, 

ΑΓΒ γσλίαηο ἴζε: ἴζε ἄξα θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γσλία ηῆ ὑπὸ ΕΑΓ: ὀξζὴ ἄξα ἑθαηέξα: ἡ ἄξα ἐλ ηῷ 

ΒΑΓ ἡκηθπθιίῳ γσλία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ὀξζή ἐζηηλ. Καὶ ἐπεὶ ηνῦ ΑΒΓ ηξηγώλνπ δύν γσλίαη αἱ ὑπὸ 

ΑΒΓ, ΒΑΓ δύν ὀξζῶλ ἐιάηηνλέο εἰζηλ, ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, ἐιάηησλ ἄξα ὀξζ῅ο ἐζηηλ ἡ ὑπὸ 

ΑΒΓ γσλία: θαί ἐζηηλ ἐλ ηῷ ΑΒΓ κείδνλη ηνῦ ἡκηθπθιίνπ ηκήκαηη. Καὶ ἐπεὶ ἐλ θύθιῳ 

ηεηξάπιεπξόλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓΓ, ηῶλ δὲ ἐλ ηνῖο θύθινηο ηεηξαπιεύξσλ αἱ ἀπελαληίνλ γσλίαη δπζὶλ 

ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ [ αἱ ἄξα ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΓ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ ], θαί ἐζηηλ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ 

ἐιάηησλ ὀξζ῅ο: ινηπὴ ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΓΓ γσλία κείδσλ ὀξζ῅ο ἐζηηλ: θαί ἐζηηλ ἐλ ηῷ ΑΓΓ 

ἐιάηηνλη ηνῦ ἡκηθπθιίνπ ηκήκαηη. Λέγσ, ὅηη θαὶ ἡ κὲλ ηνῦ κείδνλνο ηκήκαηνο γσλία ἡ 

πεξηερνκέλε ὑπό [ ηε ] η῅ο ΑΒΓ πεξηθεξείαο θαὶ η῅ο ΑΓ εὐζείαο κείδσλ ἐζηὶλ ὀξζ῅ο, ἡ δὲ ηνῦ 

ἐιάηηνλνο ηκήκαηνο γσλία ἡ πεξηερνκέλε ὑπό [ ηε ] η῅ο ΑΓ[ Γ ] πεξηθεξείαο θαὶ η῅ο ΑΓ 

εὐζείαο ἐιάηησλ ἐζηὶλ ὀξζ῅ο. θαί ἐζηηλ αὐηόζελ θαλεξόλ. ἐπεὶ γὰξ ἡ ὑπὸ ηῶλ ΒΑ, ΑΓ εὐζεηῶλ 

ὀξζή ἐζηηλ, ἡ ἄξα ὑπὸ η῅ο ΑΒΓ πεξηθεξείαο θαὶ η῅ο ΑΓ εὐζείαο πεξηερνκέλε κείδσλ ἐζηὶλ 

ὀξζ῅ο. πάιηλ, ἐπεὶ ἡ ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΑΕ εὐζεηῶλ ὀξζή ἐζηηλ, ἡ ἄξα ὑπὸ η῅ο ΓΑ εὐζείαο θαὶ η῅ο 

ΑΓ [ Γ ] πεξηθεξείαο πεξηερνκέλε ἐιάηησλ ἐζηὶλ ὀξζ῅ο. 

 

 Ἐλ θύθιῳ ἄξα ἡ κὲλ ἐλ ηῷ ἡκηθπθιίῳ γσλία ὀξζή ἐζηηλ, ἡ δὲ ἐλ ηῷ κείδνλη ηκήκαηη ἐιάηησλ 

ὀξζ῅ο, ἡ δὲ ἐλ ηῷ ἐιάηηνλη [ ηκήκαηη ] κείδσλ ὀξζ῅ο, θαὶ ἔηη ἡ κὲλ ηνῦ κείδνλνο ηκήκαηνο [ 

γσλία ] κείδσλ [ ἐζηὶλ ] ὀξζ῅ο, ἡ δὲ ηνῦ ἐιάηηνλνο ηκήκαηνο [ γσλία ] ἐιάηησλ ὀξζ῅ο: ὅπεξ 

ἔδεη δεῖμαη.  

 

[ Πόξηζκα Ἐθ δὴ ηνύηνπ θαλεξόλ, ὅηη ἐὰλ [ ἡ ] κία γσλία ηξηγώλνπ ηαῖο δπζὶλ ἴζε ᾖ, ὀξζή 

ἐζηηλ ἡ γσλία δηὰ ηὸ θαὶ ηὴλ ἐθείλεο ἐθηὸο ηαῖο αὐηαῖο ἴζελ εἶλαη: ἐὰλ δὲ αἱ ἐθεμ῅ο ἴζαη ὦ] 

 

 

                                                 
1 I.32 У сваком троуглу спољашњи угао образован продужењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама правим 

угловима. 
2 I, Деф. 10 Ако права, која стоји на другој правој, образује са овом два суседна једнака угла, сваки од њих је прав, а подигнута права зове се нормала на оној на којој стоји. 
3 I.17 У сваком троуглу је збир двају углова, произвољно изабраних, мањи од два права угла. 
4 III.22 У четвороугловима уписаним у неки круг збир наспрамних углова је једнак двама правим угловима. 
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III. 32 

 

Ако права додирује круг и кроз тачку додира је повучена права која пресеца 

круг, онда су углови између те праве и тангете једнаки угловима у 

наизменичним кружним отсечцима. 
 

Нека права ЕZ додирује круг АB  у тачки B и нека је права повучена кроз тачку 

B сече круг АB  по B .  

 

Тврдим да су углови између праве B  и тангенте ЕZ једнаки угловима у 

наизменичним кружним отсечцима, тј. да је угао ZB  једнак углу у отсечку BА  и 

угао ЕB  једнак углу у отсечку . 

 

Повуцимо кроз тачку B праву BА управну на праву ЕZ и узмимо на луку B  неку 

тачку  и повуцимо А , , . 

 

 
 

Пошто права ЕZ додирује круг АB  у тачки B и кроз тачку додира B је повучена 

права BА управно на тангенту, биће центар круга АB  на BА [III.19]1. Према 

Ἐὰλ θύθινπ ἐθάπηεηαί ηηο εὐζεῖα, ἀπὸ δὲ ηῆο ἁθῆο εἰο ηὸλ θύθινλ δηαρζῇ ηηο εὐζεῖα 

ηέκλνπζα ηὸλ θύθινλ, ἃο πνηεῖ γσλίαο πξὸο ηῇ ἐθαπηνκέλῃ, ἴζαη ἔζνληαη ηαῖο ἐλ ηνῖο 

ἐλαιιὰμ ηνῦ θύθινπ ηκήκαζη γσλίαηο.  

 

Κύθινπ γὰξ ηνῦ ΑΒΓΓ ἐθαπηέζζσ ηηο εὐζεῖα ἡ ΔΕ θαηὰ ηὸ Β ζεκεῖνλ, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Β ζεκείνπ 

δηήρζσ ηηο εὐζεῖα εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηέκλνπζα αὐηὸλ ἡ ΒΓ.  

 

ιέγσ, ὅηη ἃο πνηεῖ γσλίαο ἡ ΒΓ κεηὰ η῅ο ΔΕ ἐθαπηνκέλεο, ἴζαη ἔζνληαη ηαῖο ἐλ ηνῖο ἐλαιιὰμ 

ηκήκαζη ηνῦ θύθινπ γσλίαηο, ηνπηέζηηλ, ὅηη ἡ κὲλ ὑπὸ ΕΒΓ γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ΒΑΓ 

ηκήκαηη ζπληζηακέλῃ γσλίᾳ, ἡ δὲ ὑπὸ ΔΒΓ γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ΓΓΒ ηκήκαηη ζπληζηακέλῃ 

γσλίᾳ.  

 

Ἤρζσ γὰξ ἀπὸ ηνῦ Β ηῆ ΔΕ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΒΑ, θαὶ εἰιήθζσ ἐπὶ η῅ο ΒΓ πεξηθεξείαο ηπρὸλ 

ζεκεῖνλ ηὸ Γ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΓ, ΓΒ.  

 

 
 

                                                 
1 III.19 Ако права додирује круг и кроз тачку додира је повучена права нормална на тангенту, онда се на повученој правој налази центар круга. 
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томе је BА пречник круга АB . Стога је угао А , као угао у полукругу, једнак 

правом углу [III.31]1. Дакле и збир осталих углова BА  и АB  једнак је једном 

правом углу [I.32]2. Међутим, и угао АBZ је прав. Због тога је угао АBZ једнак 

збиру углова BА  и АB . Одузмимо заједнички угао АB . Тада је остатак угао 

 једнак углу BА , углу у наизменичном кружном отсечку. Затим, пошто је 

АB  четвороугао у кругу, биће збир његових наспрамних углова једнак двама 

правим [III.22]3. Стога је збир углова  и Е једнак је двама правим. А и збир 

углова  и Е једнак збиру углова BА  и ; међутим доказано је да је угао 

BА  једнак углу , па је према томе преостали угао Е једнак углу , углу 

у наизменичном кружном отсечку . 

 

На овај начин, ако права додирује круг и кроз тачку додира је повучена права која 

пресеца круг, онда су углови између те праве и тангенте једнаки угловима у 

наизменичним кружним отсечцима. А то је требало доказати. 

Καὶ ἐπεὶ θύθινπ ηνῦ ΑΒΓΓ ἐθάπηεηαί ηηο εὐζεῖα ἡ ΔΕ θαηὰ ηὸ Β, θαὶ ἀπὸ η῅ο ἁθ῅ο ἦθηαη ηῆ 

ἐθαπηνκέλῃ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΒΑ, ἐπὶ η῅ο ΒΑ ἄξα ηὸ θέληξνλ ἐζηὶ ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ. ἡ ΒΑ ἄξα 

δηάκεηξόο ἐζηη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ: ἡ ἄξα ὑπὸ ΑΓΒ γσλία ἐλ ἡκηθπθιίῳ νὖζα ὀξζή ἐζηηλ. 

ινηπαὶ ἄξα αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΒΓ κηᾷ ὀξζῆ ἴζαη εἰζίλ. ἐζηὶ δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΕ ὀξζή: ἡ ἄξα ὑπὸ 

ΑΒΕ ἴζε ἐζηὶ ηαῖο ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΒΓ. θνηλὴ ἀθῃξήζζσ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ: ινηπὴ ἄξα ἡ ὑπὸ ΓΒΕ γσλία 

ἴζε ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ἐλαιιὰμ ηκήκαηη ηνῦ θύθινπ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΒΑΓ. θαὶ ἐπεὶ ἐλ θύθιῳ 

ηεηξάπιεπξόλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓΓ, αἱ ἀπελαληίνλ αὐηνῦ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. εἰζὶ δὲ θαὶ αἱ 
ὑπὸ ΓΒΕ, ΓΒΔ δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη: αἱ ἄξα ὑπὸ ΓΒΕ, ΓΒΔ ηαῖο ὑπὸ ΒΑΓ, ΒΓΓ ἴζαη εἰζίλ, ὧλ ἡ 

ὑπὸ ΒΑΓ ηῆ ὑπὸ ΓΒΕ ἐδείρζε ἴζε: ινηπὴ ἄξα ἡ ὑπὸ ΓΒΔ ηῆ ἐλ ηῷ ἐλαιιὰμ ηνῦ θύθινπ 

ηκήκαηη ηῷ ΓΓΒ ηῆ ὑπὸ ΓΓΒ γσλίᾳ ἐζηὶλ ἴζε.  

 

Ἐὰλ ἄξα θύθινπ ἐθάπηεηαί ηηο εὐζεῖα, ἀπὸ δὲ η῅ο ἁθ῅ο εἰο ηὸλ θύθινλ δηαρζῆ ηηο εὐζεῖα 

ηέκλνπζα ηὸλ θύθινλ, ἃο πνηεῖ γσλίαο πξὸο ηῆ ἐθαπηνκέλῃ, ἴζαη ἔζνληαη ηαῖο ἐλ ηνῖο ἐλαιιὰμ 

ηνῦ θύθινπ ηκήκαζη γσλίαηο: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 III.31 У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка већег од полукруга је 

већи од правог, а угао отсечка мањег од полукруга мањи од правог. 
2 I.32 У сваком троуглу спољашњи угао образован продужењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама правим 

угловима. 
3 III.22 У четвороугловима уписаним у неки круг збир наспрамних углова је једнак двама правим угловима. 
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III. 33 

 

На датој дужи конструисати кружни отсечак у коме је уписани угао једнак 

датом праволинијском углу. 

 

Нека буде дата дуж АB и праволинијски угао код тачке .  

 

Треба на дужи АB конструисати кружни отсечак у коме је уписани угао једнак 

углу код тачке . 

 

Угао код тачке  је или оштар, или прав или туп. 

 

Нека је прво оштар; тада конструишимо на правој АB код тачке А угао BА  

једнак углу .  

 

 
 

Тада ће бити и угао BА  оштар. Повуцимо АЕ управно на А и преполовимо АB 

тачком Z, па повуцимо кроз тачку Z праву ZH управно на АB и повуцимо HB. 

Пошто је АZ једнако ZB, а ZH је заједничко, две стране АZ и ZH једнаке двема 

странама BZ и ZH и угао АZH једнак углу BZH, биће због тога и основица АH 

једнака основици BH [I.4]1. Стога ће круг нацртан из центра H са растојањем HА 

Ἐπὶ ηῆο δνζείζεο εὐζείαο γξάςαη ηκῆκα θύθινπ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῇ δνζείζῃ 

γσλίᾳ εὐζπγξάκκῳ.  

 

Ἔζησ ἡ δνζεῖζα εὐζεῖα ἡ ΑΒ, ἡ δὲ δνζεῖζα γσλία εὐζύγξακκνο ἡ πξὸο ηῷ Γ:  

 

δεῖ δὴ ἐπὶ η῅ο δνζείζεο εὐζείαο η῅ο ΑΒ γξάςαη ηκ῅κα θύθινπ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῆ πξὸο 

ηῷ Γ.  

 

Ἡ δὴ πξὸο ηῷ Γ [ γσλία ] ἤηνη ὀμεῖά ἐζηηλ ἢ ὀξζὴ ἢ ἀκβιεῖα:  

 

ἔζησ πξόηεξνλ ὀμεῖα, θαὶ ὡο ἐπὶ η῅ο πξώηεο θαηαγξαθ῅ο ζπλεζηάησ πξὸο ηῆ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ 

ηῷ Α ζεκείῳ ηῆ πξὸο ηῷ Γ γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΓ:  

 

 
 

ὀμεῖα ἄξα ἐζηὶ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ. ἤρζσ ηῆ ΓΑ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΑΔ, θαὶ ηεηκήζζσ ἡ ΑΒ δίρα θαηὰ 

                                                 
1 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
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проћи и кроз тачку B. Нацртајмо га и нека то буде АBЕ, па нацртајмо ЕB. Пошто 

је сад права А  кроз крај пречника АЕ, кроз тачку А, управна на АЕ, биће А  

тангента на круг АBЕ [III.16, Последица]1, а права АB кроз тачку А прецеца круг 

АBЕ по правој АB, биће угао АB једнак углу у наизменичном кружном отсечку 

АЕB [III.32]. Али угао АB једнак је углу , не значи да је углу  једнак и угао 

АЕB. 

На овај начин, на датој дужи АB конструисан је кружни отсечак АЕB са углом 

АЕB који је једнак датом углу . 

Нека буде сад угао  прав, па треба конструисати на АB кружни отсечак у коме је 

уписани угао једнак првом углу. Поново конструишимо угао BА  једнак првом 

углу  и преполовимо АB тачком Z, и из Z као центра са једним од растојања ZА 

или ZB нацртајмо круг АЕB. 

 

 
 

Тада је права А  тангента круга, јер су углови код А прави [III.16, Последица], и 

угао BА  једнак је углу кружног отсечка АЕB, јер је овај као угао полукруга исто 

тако прав [III.31]2. Али угао BА  једнак је углу , па је према томе и угао у АЕB 

једнак углу . 

ηὸ Ε, θαὶ ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Ε ζεκείνπ ηῆ ΑΒ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΕΖ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΖΒ.  

Καὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΕ ηῆ ΕΒ, θνηλὴ δὲ ἡ ΕΖ, δύν δὴ αἱ ΑΕ, ΕΖ δύν ηαῖο ΒΕ, ΕΖ ἴζαη εἰζίλ: 

θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΕΖ [ γσλίᾳ ] ηῆ ὑπὸ ΒΕΖ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΑΖ βάζεη ηῆ ΒΖ ἴζε ἐζηίλ. ὁ 

ἄξα θέληξῳ κὲλ ηῷ Ζ δηαζηήκαηη δὲ ηῷ ΖΑ θύθινο γξαθόκελνο ἥμεη θαὶ δηὰ ηνῦ Β. γεγξάθζσ 

θαὶ ἔζησ ὁ ΑΒΔ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΔΒ. ἐπεὶ νὖλ ἀπ' ἄθξαο η῅ο ΑΔ δηακέηξνπ ἀπὸ ηνῦ Α ηῆ ΑΔ 

πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ ἡ ΑΓ, ἡ ΑΓ ἄξα ἐθάπηεηαη ηνῦ ΑΒΔ θύθινπ: ἐπεὶ νὖλ θύθινπ ηνῦ ΑΒΔ 

ἐθάπηεηαί ηηο εὐζεῖα ἡ ΑΓ, θαὶ ἀπὸ η῅ο θαηὰ ηὸ Α ἁθ῅ο εἰο ηὸλ ΑΒΔ θύθινλ δη῅θηαί ηηο εὐζεῖα 

ἡ ΑΒ, ἡ ἄξα ὑπὸ ΓΑΒ γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ἐλαιιὰμ ηνῦ θύθινπ ηκήκαηη γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ 

ΑΔΒ. ἀιι' ἡ ὑπὸ ΓΑΒ ηῆ πξὸο ηῷ Γ ἐζηηλ ἴζε: θαὶ ἡ πξὸο ηῷ Γ ἄξα γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ ὑπὸ 

ΑΔΒ. Ἐπὶ η῅ο δνζείζεο ἄξα εὐζείαο η῅ο ΑΒ ηκ῅κα θύθινπ γέγξαπηαη ηὸ ΑΔΒ δερόκελνλ 

γσλίαλ ηὴλ ὑπὸ ΑΔΒ ἴζελ ηῆ δνζείζῃ ηῆ πξὸο ηῷ Γ.  

Ἀιιὰ δὴ ὀξζὴ ἔζησ ἡ πξὸο ηῷ Γ: θαὶ δένλ πάιηλ ἔζησ ἐπὶ η῅ο ΑΒ γξάςαη ηκ῅κα θύθινπ 

δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῆ πξὸο ηῷ Γ ὀξζῆ [ γσλίᾳ ]. ζπλεζηάησ [ πάιηλ ] ηῆ πξὸο ηῷ Γ ὀξζῆ 

γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, ὡο ἔρεη ἐπὶ η῅ο δεπηέξαο θαηαγξαθ῅ο, θαὶ ηεηκήζζσ ἡ ΑΒ δίρα θαηὰ ηὸ 

Ε, θαὶ θέληξῳ ηῷ Ε, δηαζηήκαηη δὲ ὁπνηέξῳ ηῶλ ΕΑ, ΕΒ, θύθινο γεγξάθζσ ὁ ΑΔΒ. 

 

 
 

                                                 
1 III.16, Последица … права повучена нормално на пречник у крају тог пречника додирује круг (и да права додирује круг само у једној тачки и да се доказује да се права која има са кругом 

две заједничке тачке налази у кругу). 
2 III.31 У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка већег од полукруга је 

већи од правог, а угао отсечка мањег од полукруга мањи од правог. 

http://poincare.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/EUKLID03.HTML#T_16_P
http://poincare.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/EUKLID03.HTML#T_32
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На овај начин је поново на дужи АB конструисан кружни отсечак АЕB, у коме је 

уписани угао једнак углу . 

Нека, најзад, угао  буде туп. Конструишимо на правој АB код тачке А, као што је 

то нацртано на трећој слици, угао BА  једнак углу  и повуцимо праву АЕ 

управно на А , па затим преполовимо АB тачком Z, и повуцимо праву ZH 

управно на АB, па нацртајмо HB. 

 

 
 

Како је опет АZ једнако ZB, а ZH је заједничко, две стране АZ и ZH једнаке двема 

странама BZ и ZH и угао АZH је једнак углу BZH, биће и основица АH једнака 

основици BH [I.4]. Па ће према томе круг нацртан са центром у H и 

полупречником HА проћи кроз тачку B. Нека он тако прође као АЕB. Пошто А  

пролази кроз крај управно на пречник АЕ, права А  додирује круг АЕB [III.16, 

Последица]. А пошто права АB из тачке додира пресеца круг, биће угао BА  

једнак углу у наизменичном кружном отсечку, А  [III.32]1. Али угао BА  је 

једнак углу , па је и угао А  уписан у кружни отсечак једнак углу . 

 

На овај начин је на датој дужи АB конструисан кружни отсечак А  у коме је 

уписани угао једнак углу . А то је требало извести. 

 Ἐθάπηεηαη ἄξα ἡ ΑΓ εὐζεῖα ηνῦ ΑΒΔ θύθινπ δηὰ ηὸ ὀξζὴλ εἶλαη ηὴλ πξὸο ηῷ Α γσλίαλ. θαὶ 

ἴζε ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γσλία ηῆ ἐλ ηῷ ΑΔΒ ηκήκαηη: ὀξζὴ γὰξ θαὶ αὐηὴ ἐλ ἡκηθπθιίῳ νὖζα. 

ἀιιὰ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ηῆ πξὸο ηῷ Γ ἴζε ἐζηίλ. θαὶ ἡ ἐλ ηῷ ΑΔΒ ἄξα ἴζε ἐζηὶ ηῆ πξὸο ηῷ Γ. 

γέγξαπηαη ἄξα πάιηλ ἐπὶ η῅ο ΑΒ ηκ῅κα θύθινπ ηὸ ΑΔΒ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῆ πξὸο ηῷ Γ.  

Ἀιιὰ δὴ ἡ πξὸο ηῷ Γ ἀκβιεῖα ἔζησ: θαὶ ζπλεζηάησ αὐηῆ ἴζε πξὸο ηῆ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ Α 

ζεκείῳ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, ὡο ἔρεη ἐπὶ η῅ο ηξίηεο θαηαγξαθ῅ο, θαὶ ηῆ ΑΓ πξὸο ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΑΔ, θαὶ 
ηεηκήζζσ πάιηλ ἡ ΑΒ δίρα θαηὰ ηὸ Ε, θαὶ ηῆ ΑΒ πξὸο ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΕΖ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΖΒ.  

 

 
 

Καὶ ἐπεὶ πάιηλ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΕ ηῆ ΕΒ, θαὶ θνηλὴ ἡ ΕΖ, δύν δὴ αἱ ΑΕ, ΕΖ δύν ηαῖο ΒΕ, ΕΖ ἴζαη 

εἰζίλ: θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΕΖ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΒΕΖ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΑΖ βάζεη ηῆ ΒΖ ἴζε ἐζηίλ: ὁ 

ἄξα θέληξῳ κὲλ ηῷ Ζ δηαζηήκαηη δὲ ηῷ ΖΑ θύθινο γξαθόκελνο ἥμεη θαὶ δηὰ ηνῦ Β. ἐξρέζζσ 

ὡο ὁ ΑΔΒ. θαὶ ἐπεὶ ηῆ ΑΔ δηακέηξῳ ἀπ' ἄθξαο πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ ἡ ΑΓ, ἡ ΑΓ ἄξα ἐθάπηεηαη 

ηνῦ ΑΔΒ θύθινπ. θαὶ ἀπὸ η῅ο θαηὰ ηὸ Α ἐπαθ῅ο δη῅θηαη ἡ ΑΒ: ἡ ἄξα ὑπὸ ΒΑΓ γσλία ἴζε 

ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ἐλαιιὰμ ηνῦ θύθινπ ηκήκαηη ηῷ ΑΘΒ ζπληζηακέλῃ γσλίᾳ. ἀιι' ἡ ὑπὸ ΒΑΓ 

γσλία ηῆ πξὸο ηῷ Γ ἴζε ἐζηίλ. θαὶ ἡ ἐλ ηῷ ΑΘΒ ἄξα ηκήκαηη γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ πξὸο ηῷ Γ.  

 

Ἐπὶ η῅ο ἄξα δνζείζεο εὐζείαο η῅ο ΑΒ γέγξαπηαη ηκ῅κα θύθινπ ηὸ ΑΘΒ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ 

ηῆ πξὸο ηῷ Γ: ὅπεξ ἔδεη πνη῅ζαη. 

 

                                                 
1 III.32 Ако права додирује круг и кроз тачку додира је повучена права која пресеца круг, онда су углови између те праве и тангете једнаки угловима у наизменичним кружним отсечцима. 
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III. 34 

 

Од датог круга отсећи сегмент са уписаним углом једнаким датом 

праволинијском углу. 
 

Нека АB  буде дати круг и  дати праволинијски угао.  

 

Треба од круга АB  отсећи сегмент са уписаним углом једнаким датом 

праволинијском углу . 

 

Повуцимо кроз тачку B тангенту ЕZ на круг АB  и конструишимо на правој ZB 

код исте тачке B угао ZB  једнак углу  [I.23]1. 

 

   
 

Пошто права ЕZ додирује круг АB  и кроз тачку додира B пролази права B , биће 

угао ZB  једнак углу у наизменичном кружном отсечку BА  [III.32]2. Али угао 

ZB  је једнак углу , па према томе је и угао уписан у отсечак BА  једнак углу . 

 

На овај начин је од датог круга АB  отсечен сегмент са уписаним углом једнаким 

датом праволинијском углу . А то је требало извести. 

Ἀπὸ ηνῦ δνζέληνο θύθινπ ηκῆκα ἀθειεῖλ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῇ δνζείζῃ γσλίᾳ 

εὐζπγξάκκῳ.  

 

Ἔζησ ὁ δνζεὶο θύθινο ὁ ΑΒΓ, ἡ δὲ δνζεῖζα γσλία εὐζύγξακκνο ἡ πξὸο ηῷ Γ:  

 

δεῖ δὴ ἀπὸ ηνῦ ΑΒΓ θύθινπ ηκ῅κα ἀθειεῖλ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῆ δνζείζῃ γσλίᾳ 

εὐζπγξάκκῳ ηῆ πξὸο ηῷ Γ.  

 

Ἤρζσ ηνῦ ΑΒΓ ἐθαπηνκέλε ἡ ΔΕ θαηὰ ηὸ Β ζεκεῖνλ, θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῆ ΕΒ εὐζείᾳ θαὶ 

ηῷ πξὸο αὐηῆ ζεκείῳ ηῷ Β ηῆ πξὸο ηῷ Γ γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΕΒΓ. 

 

 
 

 Ἐπεὶ νὖλ θύθινπ ηνῦ ΑΒΓ ἐθάπηεηαί ηηο εὐζεῖα ἡ ΔΕ, θαὶ ἀπὸ η῅ο θαηὰ ηὸ Β ἐπαθ῅ο δη῅θηαη 

ἡ ΒΓ, ἡ ὑπὸ ΕΒΓ ἄξα γσλία ἴζε ἐζηὶ ηῆ ἐλ ηῷ ΒΑΓ ἐλαιιὰμ ηκήκαηη ζπληζηακέλῃ γσλίᾳ. ἀιι' 

ἡ ὑπὸ ΕΒΓ ηῆ πξὸο ηῷ Γ ἐζηηλ ἴζε: θαὶ ἡ ἐλ ηῷ ΒΑΓ ἄξα ηκήκαηη ἴζε ἐζηὶ ηῆ πξὸο ηῷ Γ [ 

γσλίᾳ ].  

 

Ἀπὸ ηνῦ δνζέληνο ἄξα θύθινπ ηνῦ ΑΒΓ ηκ῅κα ἀθῄξεηαη ηὸ ΒΑΓ δερόκελνλ γσλίαλ ἴζελ ηῆ 

δνζείζῃ γσλίᾳ εὐζπγξάκκῳ ηῆ πξὸο ηῷ Γ: ὅπεξ ἔδεη πνη῅ζαη. 

 

                                                 
1 I.23 Конструисати на датој правој у датој тачки на њој праволинијски угао једнак датом праволинијском углу. 
2 III.32 Ако права додирује круг и кроз тачку додира је повучена права која пресеца круг, онда су углови између те праве и тангете једнаки угловима у наизменичним кружним отсечцима. 
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III. 35 

 

 

Ако се у кругу две тетиве међусобно секу, биће правоугаоник обухваћен 

отсечцима једне тетиве једнак правоугаонику обухваћеном отсечцима друге. 
 

Нека се у кругу АB  две тетиве А  и B  међусобно секу у тачки Е.  

 

       
 

Тврдим да је правоугаоник обухваћен од АЕ и Е  једнак правоугаонику 

обухваћеном од Е и ЕB. 

 

Ако тетиве А , B  пролазе кроз центар круга, онда је јасно да су дужи АЕ, Е , Е, 

ЕB једнаке и да је правоугаоник обухваћен од АЕ и Е  једнак правоугаонику 

обухваћеном Е и ЕB. 

Нека сад А  и  не пролазе кроз центар; узмимо центар круга АB , нека то 

буде тачка Z; спустимо из тачке Z нормале ZH и Z  на праве А  и  и повуцимо 

ZB, Z , ZЕ. 

Како права HZ која пролази кроз центар, сече праву А , која не пролази кроз 

центар, под правим угловима, онда она полови ту праву [III.3]1, па ће АH бити 

једнако H . Пошто тачка H полови дуж А , а тачка Е је не дели на неједнаке 

делове, биће правоугаоник обухваћен од АЕ и Е  са квадратом на ЕH једнак 

квадрату H  [II.5]2. Додајмо им квадрат на HZ. Тада је правоугаоник од АЕ и Е  

заједно са квадратима на HЕ и на HZ једнак збиру квадрата на  и на HZ. Али 

Ἐὰλ ἐλ θύθιῳ δύν εὐζεῖαη ηέκλσζηλ ἀιιήιαο, ηὸ ὑπὸ ηῶλ ηῆο κηᾶο ηκεκάησλ 

πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ ηῆο ἑηέξαο ηκεκάησλ πεξηερνκέλῳ 

ὀξζνγσλίῳ.  

 

Ἐλ γὰξ θύθιῳ ηῷ ΑΒΓΓ δύν εὐζεῖαη αἱ ΑΓ, ΒΓ ηεκλέησζαλ ἀιιήιαο θαηὰ ηὸ Δ ζεκεῖνλ:  

 

ιέγσ, ὅηη ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ ΓΔ, ΔΒ 

πεξηερνκέλῳ ὀξζνγσλίῳ.  

 

Δἰ κὲλ νὖλ αἱ ΑΓ, ΒΓ δηὰ ηνῦ θέληξνπ εἰζὶλ ὥζηε ηὸ Δ θέληξνλ εἶλαη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ, 

θαλεξόλ, ὅηη ἴζσλ νὐζῶλ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ, ΓΔ, ΔΒ θαὶ ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ πεξηερόκελνλ 

ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ ΓΔ, ΔΒ πεξηερνκέλῳ ὀξζνγσλίῳ.  

Μὴ ἔζησζαλ δὴ αἱ ΑΓ, ΓΒ δηὰ ηνῦ θέληξνπ, θαὶ εἰιήθζσ ηὸ θέληξνλ ηνῦ ΑΒΓΓ, θαὶ ἔζησ ηὸ 

Ε, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Ε ἐπὶ ηὰο ΑΓ, ΓΒ εὐζείαο θάζεηνη ἤρζσζαλ αἱ ΕΖ, ΕΘ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ 
ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ.  

 

     
 

Καὶ ἐπεὶ εὐζεῖά ηηο δηὰ ηνῦ θέληξνπ ἡ ΖΕ εὐζεῖάλ ηηλα κὴ δηὰ ηνῦ θέληξνπ ηὴλ ΑΓ πξὸο ὀξζὰο 

                                                 
1 III.3 Ако права у кругу, која пролази кроз центар (пречник), полови неку другу праву, која не пролази кроз центар (тетиву), онда она сече ту другу под правим угловима; и ако сече под 

правим угловима, она је полови. 
2 II.5 Ако се дата дуж подели двема тачкама и на једнаке и на неједнаке делове, биће збир правоугаоника обухваћена неједнаким деловима целе дужи и квадрата на дужи између деоних 

тачака једнак квадрату на половини дужи. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

 

ТРЕЋА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

збир квадрата на ЕH и на HZ једнак је квадрату на ZЕ и збир квадрата на  и на 

HZ једнак је квадрату на Z  [I.47]1. Према томе правоугаоник од АЕ и Е  са 

квадратом на ZЕ једнак је квадрату на Z . Али Z  је једнако ZB. Стога је 

правоугаоник од АЕ и Е  са квадратом на ZЕ једнак квадрату на ZB. Из истих 

разлога је правоугаоник од Е и ЕB заједно са квадратом на ZЕ једнак квадрату на 

ZB. А доказали смо да је правоугаоник од АЕ и Е  са квадратом на ZЕ једнак 

квадрату на ZB. Одавде следује да је правоугаоник од АЕ и Е  са квадратом на ZЕ 

једнак правоугаонику од Е и ЕB са квадратом на ZЕ. Одузмимо заједнички 

квадрат на ZЕ. Тада је остатак, правоугаоник од АЕ и Е , једнак правоугаонику од 

АЕ и ЕB. 

 

На овај начин, ако се у кругу две тетиве међусобно секу, биће правоугаоник 

обухваћен отсечима једне тетиве једнак правоугаонику обухваћеном отсечима 

друге. А то је требало доказати. 

ηέκλεη, θαὶ δίρα αὐηὴλ ηέκλεη: ἴζε ἄξα ἡ ΑΖ ηῆ ΖΓ. ἐπεὶ νὖλ εὐζεῖα ἡ ΑΓ ηέηκεηαη εἰο κὲλ ἴζα 

θαηὰ ηὸ Ζ, εἰο δὲ ἄληζα θαηὰ ηὸ Δ, ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ κεηὰ 

ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΔΖ ηεηξαγώλνπ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΖΓ: [ θνηλὸλ ] πξνζθείζζσ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΖΕ: 

ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ κεηὰ ηῶλ ἀπὸ ηῶλ ΖΔ, ΖΕ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΓΖ, ΖΕ. ἀιιὰ ηνῖο 

κὲλ ἀπὸ ηῶλ ΔΖ, ΖΕ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΔ, ηνῖο δὲ ἀπὸ ηῶλ ΓΖ, ΖΕ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ η῅ο 

ΕΓ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΓ. ἴζε δὲ ἡ ΕΓ ηῆ 

ΕΒ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΔΕ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΒ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ 

θαὶ ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΓΔ, ΔΒ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΒ. ἐδείρζε δὲ θαὶ ηὸ ὑπὸ 

ηῶλ ΑΔ, ΔΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΔ ἴζνλ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΒ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ 

η῅ο ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ ΓΔ, ΔΒ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΔ. θνηλὸλ ἀθῃξήζζσ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΔ: 

ινηπὸλ ἄξα ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΔ, ΔΓ πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ ΓΔ, ΔΒ 

πεξηερνκέλῳ ὀξζνγσλίῳ.  

 

Ἐὰλ ἄξα ἐλ θύθιῳ εὐζεῖαη δύν ηέκλσζηλ ἀιιήιαο, ηὸ ὑπὸ ηῶλ η῅ο κηᾶο ηκεκάησλ 

πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ὑπὸ ηῶλ η῅ο ἑηέξαο ηκεκάησλ πεξηερνκέλῳ 

ὀξζνγσλίῳ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
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III. 36 

 

Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су повучене ка кругу две 

праве, од којих једна сече круг, а друга га додирује, онда је правоугаоник од 

целе сечице и њеног отсечка између узете тачке и испупченог лука једнак 

квадрату на тангенти. 
 

Узмимо тачку  ван круга АB  и из тачке  повуцимо на кругу АB  две праве 

(А) и , при чему права А сече круг, а B  га додирује.  

 

Тврдим, да је правоугаоник обухваћен од А  и  једнак квадрату на . 

 

Права ( ) А или пролази кроз центар круга или не пролази. Нека, прво, пролази 

кроз центар и нека Z буде центар круга АB , па повуцимо ZB.  

 

 
 

Тада је угао ZB  прав [III.18]1. Пошто тачка Z полови дуж А , а  је њено 

продужење, биће правоугаоник од А  и  са квадратом на Z  једнак квадрату на 

Z  [II.6]. Али Z  је једнако ZB. Према томе, правоугаоник од А  и  са 

квадратом на ZB једнак је квадрату на Z . Међутим, квадрат на Z  једнак је збиру 

квадрата на ZB и на B  [I.47]2. То значи да је правоугаоник од А  и  са 

квадратом на ZB једнак збиру квадрата на ZB и на B . Одузмимо заједнички 

квадрат на ZB. Тада је остатак, правоугаоник на А  и , једнак квадрату на 

тангенти . 

Ἐὰλ θύθινπ ιεθζῇ ηη ζεκεῖνλ ἐθηόο, θαὶ ἀπ' αὐηνῦ πξὸο ηὸλ θύθινλ πξνζπίπησζη δύν 

εὐζεῖαη, θαὶ ἡ κὲλ αὐηῶλ ηέκλῃ ηὸλ θύθινλ, ἡ δὲ ἐθάπηεηαη, ἔζηαη ηὸ ὑπὸ ὅιεο ηῆο 

ηεκλνύζεο θαὶ ηῆο ἐθηὸο ἀπνιακβαλνκέλεο κεηαμὺ ηνῦ ηε ζεκείνπ θαὶ ηῆο θπξηῆο 

πεξηθεξείαο ἴζνλ ηῷ ἀπὸ ηῆο ἐθαπηνκέλεο ηεηξαγώλῳ.  

 

Κύθινπ γὰξ ηνῦ ΑΒΓ εἰιήθζσ ηη ζεκεῖνλ ἐθηὸο ηὸ Γ, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Γ πξὸο ηὸλ ΑΒΓ θύθινλ 

πξνζπηπηέησζαλ δύν εὐζεῖαη αἱ ΓΓ[ Α ], ΓΒ: θαὶ ἡ κὲλ ΓΓΑ ηεκλέησ ηὸλ ΑΒΓ θύθινλ, ἡ δὲ 

ΒΓ ἐθαπηέζζσ:  

 

ιέγσ, ὅηη ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ πεξηερόκελνλ ὀξζνγώληνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΒ ηεηξαγώλῳ.  

 

Ἡ ἄξα [ Γ ] ΓΑ ἤηνη δηὰ ηνῦ θέληξνπ ἐζηὶλ ἢ νὔ. ἔζησ πξόηεξνλ δηὰ ηνῦ θέληξνπ, θαὶ ἔζησ ηὸ 

Ε θέληξνλ ηνῦ ΑΒΓ θύθινπ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΕΒ:  

 

 
 

ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΕΒΓ. θαὶ ἐπεὶ εὐζεῖα ἡ ΑΓ δίρα ηέηκεηαη θαηὰ ηὸ Ε, πξόζθεηηαη δὲ αὐηῆ 

ἡ ΓΓ, ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΓ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΓ. ἴζε δὲ ἡ ΕΓ ηῆ 

                                                 
1 III.18 Ако права додирује круг и из центра је повучена права до тачке додира, онда та права стоји управно на тангенти. 
2 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
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Нека сад А не пролази кроз центар круга АB ; узмимо центар Е и из тачке Е 

спустимо нормалу ЕZ на праву А , и повуцимо ЕB, Е , Е . Тада је угао ЕB  прав 

[III.18].  

 

 
 

Како права ЕZ, која пролази кроз центар, сече праву А , која не пролази кроз 

центар, и полови је [III.3]1, биће АZ једнако Z . И пошто је права А  

преполовљена тачком Z, а  је њено продужење, биће правоугаоник од А  и  

са квадратом на Z  једнак квадрату на Z  [II.6]2. Додајмо им квадрат на ZЕ. Тада 

је правоугаоник од А  и  са квадратима на  и на ZЕ једнак збиру квадрата на 

Z  и на ZЕ. Али збир квадрата на  и на ZЕ једнак је квадрату на Е , јер је угао 

ЕZ  прав [I.47]3. И збир квадрата на  и на ZА је једнак квадрату на Е . Стога је 

правоугаоник од А  и  са квадратом на Е  једнак квадрату на Е . Али Е  је 

једнако ЕB. Према томе је правоугаоник од А  и  са квадратом на ЕB једнак 

квадрату на Е . Али квадрат на Е  је једнак збиру квадрата на ЕB и на B , јер је 

угао ЕB  прав [I.47]. Стога је правоугаоник од А  и  са квадратом на ЕB једнак 

збиру квадрата на ЕB и на B . Одузмимо сад заједнички квадрат на ЕB. Тада је 

остатак, правоугаоник на А  и  једнак квадрату на . 

 

На овај начин, ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су повучене ка кругу 

две праве, од којих једна сече круг, а друга га додирује, ондаје правоугаоник од 

целе сечице и њеног отсечка између узете тачке и испупченог лука једнак 

квадрату на тангенти. А то је требало доказати. 

ΕΒ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΓ. ηῷ δὲ ἀπὸ η῅ο ΕΓ 

ἴζα ἐζηὶ ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΕΒ, ΒΓ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ 

ηῶλ ΕΒ, ΒΓ. θνηλὸλ ἀθῃξήζζσ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΒ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ 

ἀπὸ η῅ο ΓΒ ἐθαπηνκέλεο. 

ἀιιὰ δὴ ἡ ΓΓΑ κὴ ἔζησ δηὰ ηνῦ θέληξνπ ηνῦ ΑΒΓ θύθινπ, θαὶ εἰιήθζσ ηὸ θέληξνλ ηὸ Δ, θαὶ 

ἀπὸ ηνῦ Δ ἐπὶ ηὴλ ΑΓ θάζεηνο ἤρζσ ἡ ΔΕ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΔΒ, ΔΓ, ΔΓ: ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἡ 

ὑπὸ ΔΒΓ.  

θαὶ ἐπεὶ εὐζεῖά ηηο δηὰ ηνῦ θέληξνπ ἡ ΔΕ εὐζεῖάλ ηηλα κὴ δηὰ ηνῦ θέληξνπ ηὴλ ΑΓ πξὸο ὀξζὰο 

ηέκλεη, θαὶ δίρα αὐηὴλ ηέκλεη: ἡ ΑΕ ἄξα ηῆ ΕΓ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ εὐζεῖα ἡ ΑΓ ηέηκεηαη δίρα 

θαηὰ ηὸ Ε ζεκεῖνλ, πξόζθεηηαη δὲ αὐηῆ ἡ ΓΓ, ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΕΓ 

ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΕΓ. θνηλὸλ πξνζθείζζσ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΔ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ 

ηῶλ ἀπὸ ηῶλ ΓΕ, ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΕΓ, ΕΔ. ηνῖο δὲ ἀπὸ ηῶλ ΓΕ, ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ 

η῅ο ΔΓ: ὀξζὴ γὰξ [ ἐζηηλ ] ἡ ὑπὸ ΔΕΓ [ γσλία ]: ηνῖο δὲ ἀπὸ ηῶλ ΓΕ, ΕΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ η῅ο 

ΔΓ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΔΓ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΔΓ. ἴζε δὲ ἡ ΔΓ ηῆ 

ΔΒ: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΔΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΔΓ. ηῷ δὲ ἀπὸ η῅ο ΔΓ 

ἴζα ἐζηὶ ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΔΒ, ΒΓ: ὀξζὴ γὰξ ἡ ὑπὸ ΔΒΓ γσλία: ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ κεηὰ ηνῦ 

ἀπὸ η῅ο ΔΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΔΒ, ΒΓ. θνηλὸλ ἀθῃξήζζσ ηὸ ἀπὸ η῅ο ΔΒ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ 

ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΒ. 

 

 Ἐὰλ ἄξα θύθινπ ιεθζῆ ηη ζεκεῖνλ ἐθηόο, θαὶ ἀπ' αὐηνῦ πξὸο ηὸλ θύθινλ πξνζπίπησζη δύν 

εὐζεῖαη, θαὶ ἡ κὲλ αὐηῶλ ηέκλῃ ηὸλ θύθινλ, ἡ δὲ ἐθάπηεηαη, ἔζηαη ηὸ ὑπὸ ὅιεο η῅ο ηεκλνύζεο 

θαὶ η῅ο ἐθηὸο ἀπνιακβαλνκέλεο κεηαμὺ ηνῦ ηε ζεκείνπ θαὶ η῅ο θπξη῅ο πεξηθεξείαο ἴζνλ ηῷ 

ἀπὸ η῅ο ἐθαπηνκέλεο ηεηξαγώλῳ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

 

                                                 
1 III. 3 Ако права у кругу, која пролази кроз центар (пречник), полови неку другу праву, која не пролази кроз центар (тетиву), онда она сече ту другу под правим угловима; и ако сече под 

правим угловима, она је полови. 
2 II.6 Ако се дата дуж преполови и продужи за извесну дуж, биће збир правоугаоника обухваћена целом дужи са продужењем и тим продужењем и квадрата на половини дате дужи једнак 

квадрату на дужи састављеној од половине прве дужи и додате друге дужи. 
3
 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
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III. 37 

 

Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су повучене ка кругу две 

праве, од којих једна сече круг а друга само стиже до њега, и ако је при томе 

правоугаоник од целе сечице и њеног отсечка између узете тачке и 

испупченог лука једнак квадрату на оној правој што стиже до круга, онда 

последња права додирује круг. 

 

Узмимо тачку  ван круга АB  и нека су из тачке  ка кругу АB  повучене праве 

А,  и нека А сече круг, а  придолази му и при томе је правоугаоник од 

А  и  једнак квадрату на .  

 

 
 

Тврдим да права  додирује круг АB . 

 

Повуцимо праву Е, тангенту на кругу АB , и узмимо центар круга АB , нека то 

буде тачка Z, и повуцимо ZЕ, ZБ, Z . Тада је угао ZЕ  прав [III.18]1. Пошто Е 

додирује круг, а права А га сече, биће правоугаоник од А  и  једнак 

квадрату на Е [III.36]2. Али тај правоугаоник на А  и  једнак је квадрату на 

. Према томе је квадрат на Е једнак квадрату на . Значи и Е је једнако . 

А и ZЕ је једнако ZB. На тај начин две стране Е и ЕZ су једнаке двема странама 

 и BZ, а њихова основица је заједничка Z . Одавде следује да је угао ЕZ 

једнак углу  [I.8]3; али угао ЕZ је прав, па према томе је и угао  прав. И 

Ἐὰλ θύθινπ ιεθζῇ ηη ζεκεῖνλ ἐθηόο, ἀπὸ δὲ ηνῦ ζεκείνπ πξὸο ηὸλ θύθινλ πξνζπίπησζη 

δύν εὐζεῖαη, θαὶ ἡ κὲλ αὐηῶλ ηέκλῃ ηὸλ θύθινλ, ἡ δὲ πξνζπίπηῃ, ᾖ δὲ ηὸ ὑπὸ [ ηῆο ] 

ὅιεο ηῆο ηεκλνύζεο θαὶ ηῆο ἐθηὸο ἀπνιακβαλνκέλεο κεηαμὺ ηνῦ ηε ζεκείνπ θαὶ ηῆο 

θπξηῆο πεξηθεξείαο ἴζνλ ηῷ ἀπὸ ηῆο πξνζπηπηνύζεο, ἡ πξνζπίπηνπζα ἐθάςεηαη ηνῦ 

θύθινπ.  

 

θύθινπ γὰξ ηνῦ ΑΒΓ εἰιήθζσ ηη ζεκεῖνλ ἐθηὸο ηὸ Γ, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Γ πξὸο ηὸλ ΑΒΓ θύθινλ 

πξνζπηπηέησζαλ δύν εὐζεῖαη αἱ ΓΓΑ, ΓΒ, θαὶ ἡ κὲλ ΓΓΑ ηεκλέησ ηὸλ θύθινλ, ἡ δὲ ΓΒ 

πξνζπηπηέησ, ἔζησ δὲ ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ ἴζνλ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΒ.  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΓΒ ἐθάπηεηαη ηνῦ ΑΒΓ θύθινπ.  

 

Ἤρζσ γὰξ ηνῦ ΑΒΓ ἐθαπηνκέλε ἡ ΓΔ, θαὶ εἰιήθζσ ηὸ θέληξνλ ηνῦ ΑΒΓ θύθινπ, θαὶ ἔζησ ηὸ 

Ε, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΕΔ, ΕΒ, ΕΓ. ἡ ἄξα ὑπὸ ΕΔΓ ὀξζή ἐζηηλ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΓΔ ἐθάπηεηαη ηνῦ 

ΑΒΓ θύθινπ, ηέκλεη δὲ ἡ ΓΓΑ, ηὸ ἄξα ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΔ. ἦλ δὲ θαὶ ηὸ 

ὑπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΓ ἴζνλ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΒ: ηὸ ἄξα ἀπὸ η῅ο ΓΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ η῅ο ΓΒ: ἴζε ἄξα ἡ 

ΓΔ ηῆ ΓΒ. ἐζηὶ δὲ θαὶ ἡ ΕΔ ηῆ ΕΒ ἴζε: δύν δὴ αἱ ΓΔ, ΔΕ δύν ηαῖο ΓΒ, ΒΕ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ βάζηο 

αὐηῶλ θνηλὴ ἡ ΕΓ: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΓΔΕ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΓΒΕ ἐζηηλ ἴζε. ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΓΔΕ: 

                                                 
1 III.18 Ако права додирује круг и из центра је повучена права до тачке додира, онда та права стоји управно на тангенти. 
2 III.36 Ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су повучене ка кругу две праве, од којих једна сече круг, а друга га додирује, онда је правоугаоник од целе сечице и њеног отсечка 

између узете тачке и испупченог лука једнак квадрату на тангенти. 
3 I. 8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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дуж ZB, продужена, је пречник. А права повучена кроз крај пречника управно на 

пречник додирује круг [III.16, Последица]1. Према томе, права , додирује круг 

АB . Слично се доказује, ако би се центар налазио на правој А . 

 

На овај начин, ако је ван круга узета нека тачка и из те тачке су повучене две 

праве, од којих једна сече круг а друга само стиже до њега и ако је при томе 

правоугаоник од целе сечице и њеног отсечка између узете тачке и испупченог 

лука једнак квадрату на оној правој што стиже до круга, онда последња права 

додирује круг. А то је требало доказати. 

ὀξζὴ ἄξα θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΒΕ. θαί ἐζηηλ ἡ ΕΒ ἐθβαιινκέλε δηάκεηξνο: ἡ δὲ ηῆ δηακέηξῳ ηνῦ 

θύθινπ πξὸο ὀξζὰο ἀπ' ἄθξαο ἀγνκέλε ἐθάπηεηαη ηνῦ θύθινπ: ἡ ΓΒ ἄξα ἐθάπηεηαη ηνῦ ΑΒΓ 

θύθινπ. ὁκνίσο δὴ δεηρζήζεηαη, θἂλ ηὸ θέληξνλ ἐπὶ η῅ο ΑΓ ηπγράλῃ.  

 
Ἐὰλ ἄξα θύθινπ ιεθζῆ ηη ζεκεῖνλ ἐθηόο, ἀπὸ δὲ ηνῦ ζεκείνπ πξὸο ηὸλ θύθινλ πξνζπίπησζη 

δύν εὐζεῖαη, θαὶ ἡ κὲλ αὐηῶλ ηέκλῃ ηὸλ θύθινλ, ἡ δὲ πξνζπίπηῃ, ᾖ δὲ ηὸ ὑπὸ ὅιεο η῅ο 

ηεκλνύζεο θαὶ η῅ο ἐθηὸο ἀπνιακβαλνκέλεο κεηαμὺ ηνῦ ηε ζεκείνπ θαὶ η῅ο θπξη῅ο πεξηθεξείαο 

ἴζνλ ηῷ ἀπὸ η῅ο πξνζπηπηνύζεο, ἡ πξνζπίπηνπζα ἐθάςεηαη ηνῦ θύθινπ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 III.16, Последица … права повучена нормално на пречник у крају тог пречника додирује круг (и да права додирује круг само у једној тачки и да се доказује да се права која има са кругом 

две заједничке тачке налази у кругу). 


