
 

 

 

 

Е У К Л И Д О В И   Е Л Е М Е Н Т И 

 
ПРИЛОЗИ ЗА НАСТАВУ У КОЈИМА СУ КОРИШЋЕНИ  ЕЛЕКТРОНСКИ ЗАПИСИ ПРЕВОДА АКАДЕМИКА АНТОНА БИЛИМОВИЋА 
КОЈЕ ЈЕ ПРИРЕДИО ПРОФ. ДР ЗОРАН ЛУЧИЋ1 И НАЈСТАРИЈЕ САЧУВАНЕ ГРЧКЕ ВЕРЗИЈЕ ЕЛЕМЕНАТА ПОЗНАТЕ И КАО Е8882 

 

 

 
“… Како о тој претставци, тако о свакој, у свих 13 књига 

Елемeната налазимо садржај рашчлањен на шест делова. 

Једино уколико ће негде неки од тих делова бити непотребан 

моћи ће се изоставити, али први, пети и шести никад. 

...“(Милош Радојчић Општа математика – Математика 

Египта, Месопотамије и Старе Грчке Математички факултет 

Београд, дигитално издање 

(http://www.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/)). 

 

Затим се делови означавају и описују на следећи начин: 

 

[1] Претпоставка исказивања става где се каже 

шта је дато, а шта се тражи (protasis) 

[2] Излагање (експозиција), представљање  

одређеног лика, геометријске фигуре, обележеног 

одређеним словима (ekthesis) 

[3] Одређивање (детерминација) онога што треба 

урадити са ликом изложеним у [2] (diorismos) 

[4] Конструкција (грађење) којом треба доградити 

дати лик у сврху доказа (kataskeue) 

[5] Доказ (apdeixis) 

[6] Закључак (sumpersma) 

 

И током рашчлањивања претставки по Проклусу у тексту који 

следи одговарајући делови ће се издвајати бојама онако како 

је у листи која непосредно претходи представљено. 
 

 
 

 

                                                 
1 http://www.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/ 
2 http://www.claymath.org/library/historical/euclid/ (Целовит текст се сада чува у Bodleian бибилотеци, Oxford University)  

У овом прилогу је дат упоредни текст на српском (Превод Антуна Билимовића) и грчком језику (Heiberg).  
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КЊИГА XI 

 

Пропозиције 

 

 
1. Један део праве линије не може се налазити у некој, основној, равни, а други део бити 

издигнут изнад те равни. 

2. Ако две праве секу једна другу, оне су у истој равни; и сваки троугао је у истој равни. 
3. Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 

4. Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од 
њих биће под правим углом и према равни тих правих. 

5. Три праве са заједничком тачом су у истој равни, ако постоји права која пролази кроз 

ту заједничку тачку и управна је на свакој од тих правих. 

6. Ако су две праве управне на истој равни, оне су паралелне. 

7. Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је узета по једна произвољна 

тачка, биће права што их спаја у истој равни са паралелним. 
8. Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга 

управна на тој равни. 

9. Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, паралелне су 
међу собом. 

10. Ако су две праве, које се секу, паралелне са двема правима, које се секу, но не налазе 

се са овима у истој равни, оне образују једнаке углове. 
11. Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 

12. На датој равни кроз тачку на њој подићи нормалу на раван. 

13. Не могу се подићи кроз исту тачку две нормале на истој равни. 
14. Равни управне на истој правој паралелне су. 

15. Ако су две праве, које се секу, паралелне двема другим правима, које се секу, а не 

налазе се у истој равни, њихове равни су паралелне. 

16. Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихови заједнички пресеци 

паралелни су. 

17. Ако се две праве пресеку паралелним равнима, њихови отсечци су у истој размери. 
18. Ако је права управна на некој равни, свака раван што пролази кроз ту праву, управна 

је на тој равни. 

19. Ако су две равни, које се секу, нормалне на некој равни, биће и њихов пресек 
нормалан на истој равни. 

20. Ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, збир ма која два од њих је већи од трећег. 

21. Сваки рогаљ је обухваћен равним угловима, чији је збир мањи од четири права угла. 
22. Ако постоје три равна угла, од којих је збир два произвољно узета, већи од 

преосталог, а образују их једнаке дужи онда је могуће конструисати троугао од дужи 

које спајају крајеве једнаких дужи. 
23. Од три равна угла, од којих је збир два, произвољно узета, већи од преосталог, 

конструисати рогаљ. При томе треба да збир та три равна угла буде мањи од четири 

права угла. 

Лема 

Како узети квадрат на П да он буде једнак површини за коју је квадрат на АБ већи од 

квадрата на , показаћемо овако. 
24. Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су једнаки 

паралелограми. 

25. Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном његовим супротним паралелним 

равнима, односиће се основа према основи као тело према телу. 

26. На датој правој и у датој тачки на њој конструисати рогаљ једнак датом рогљу. 
27. На датој правој конструисати паралелепипед сличан и у сличном положају према 

датом паралелепипеду. 
28. Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дијагонале наспрамних страна, 

тело је преполовљено том равни. 

29. Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији су крајеви 

на истим правима - једнаки су међу собом. 

30. Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији крајеви 

нису на истим правима - једнаки су међу собом. 
31. Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу собом. 

32. Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 

33. Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере хомологних ивица. 
Последица 

Одавде је јасно да ће, ако су четири дужи пропорционалне, бити прва према четвртој као 

паралелепипед на првој према сличном и слично конструисаном паралелепипеду на 
другој, пошто је прва према четвртој у трипут вишој размери од размере прве према 

другој. 

34. Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обрнуто пропорционалне висинама. 
И ако су код паралелепипеда основе обрнуто пропорционалне висинама, они су једнаке 

запремине. 

35. Ако су дата два једнака равна угла и кроз њихова темена повучене, изнад равни тих 

углова, праве, које које образују једнаке углове са крацима углова, свака са сваким, па се 

на повученим правима узму произвољне тачке и из њих спусте нормале на равни 

полазних углова, и подножја тих нормала споје са теменима полазних углова, биће 
углови између тих спојница и ван равни повучених правих једнаки међу собом. 

Последица 

Из овог је јасно, да ако постоје два једнака равна угла и ако су кроз њихова темена 
повучене изнад равни тих углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са крацима 

полазних углова, свака са сваким, биће нормале, повучене из крајева тих дужи на равни 

полазних углова, једнаке међу собом. А то је требало доказати. 
36. Ако су три дужи (непрекидно) пропорционалне, биће запремина паралелепипеда 

састављеног од њих (као ивица) једнака запремини једнакоивичног паралелепипеда, 

састављеног од средње дужи са угловима једнаким угловима полазног (паралелепипеда). 
37.Ако су четири дужи пропорционалне, пропорционални су и слични паралелепипеди, 

слично конструисани на тим дужима. И ако су слични паралелепипеди, а слично 

конструисани на дужима, пропорционални, онда су пропорционалне и саме ове дужи. 

38. Ако су ивице наспрамних страна коцке (куба) преполовљене и кроз деоне тачке 

повучене равни, заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се полове. 

39. Ако је код једне од две призме са истом висином основа паралелограм, а код друге 
троугао и паралелограм двапут већи од троугла, призме су једнаке. 

 

 

http://poincare.matf.bg.ac.rs/nastavno/zlucic/EUKLID11_T_6.HTML
http://poincare.matf.bg.ac.rs/nastavno/zlucic/EUKLID11_T_23_Lema.HTML
http://poincare.matf.bg.ac.rs/nastavno/zlucic/EUKLID11_T_23_Lema.HTML
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Дефиниције 

 
1. Тело је оно што има дужину, ширину и дубину (висину). 
 

2. Граница тела је површина. 

 
3. Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и 

налазе се у тој равни. 

 
4. Раван је нормална на равни, ако су праве, нормалне на пресеку тих равни у једној 

равни, нормалне на другој равни. 

 
5. Нагиб дужи (праве) према равни је угао између дате дужи и друге дужи која се добија 

кад се крај дате дужи у датој равни споји са подножјем нормале спуштене из другог краја 

дате дужи на дату раван. 
 

6. Нагиб равни према равни је оштар угао између правих повучених у свакој од равни 

нормално на пресек равни у истој тачки. 
 

7. Каже се да је раван према равни подједнако нагнута као и друга раван према другој 

равни, ако је нагиб првих равни једнак нагибу других равни. 
 

8. Паралелне су оне равни које се не сусрећу. 

 
9. Сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима у једнаком 

броју. 

 
10. Једнаке и сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима, 

једнаким по броју и по величини. 

 
11. Рогаљ (телесни угао) је узајамни нагиб више од две линије, које се сусрећу у истој 

тачки и не налазе се у истој површини. Или друкчије: рогаљ (телесни угао) се састоји од 

више од два равна угла, који се не налазе у истој равни и састају се у истој тачки. 
 

12. Пирамида је просторна фигура састављена од равни конструисаних над једном равни 
према једној тачки. 

 

13. Призма је просторна фигура састављена од равни, од којих су две, наспрамне, 
једнаке, сличне и паралелне, а остале су паралелограми. 

 

14. Ако пречник полукруга остаје непокретан, а полукруг се око њега обрће и врати у 

положај из којег је почео кретање, обухваћена фигура је сфера (лопта). 
 

15. Оса сфере је непокретна права, око које се обрће полукруг. 

 
16. Центар сфере је исто што и центар полукруга. 

 

17. Пречник (дијаметар) сфере је свака дуж што пролази кроз центар, а ограничена је са 
оба краја сферном површином. 

 

18. Ако један крак правог угла (једна катета) правоуглог троугла остаје непокретан, а 
троугао се око те праве обрће и врати у положај из којег је почео кретање, обухваћена 

фигура је конус (купа). Ако је непокретан крак правог угла једнак другом краку тог угла, 

који се обрће, конус је правоугли, ако је мањи - тупоугли, а ако је већи - оштроугли. 
 

19. Оса је конуса непокретна права око које се троугао обрће. 

 
20. Основа је конуса круг који описује покретна дуж. 

 

21. Ако један крак правог угла правоуглог паралелограма остаје непокретан, а 
паралелограм се око тог крака обрће и врати у положај из којег је почео кретање, 

обухваћена фигура је цилиндар (ваљак). 

 
22. Оса је цилиндра непокретна права, око које се обрће паралелограм. 

 

23. Основе су цилиндра кругови, које описују оне две наспрамне стране паралелограма 
које се обрћу. 

 

24. Слични су они конуси и цилиндри, чије су осе и пречници основа пропорционални. 
 

25. Коцка (куб) је просторна фигура обухваћена са шест једнаких квадрата. 

 
26. Октаедар је просторна фигура обухваћена са осам једнаких и равностраних 

троуглова. 
 

27. Икосаедар је просторна фигура обухваћена са двадесет једнаких и равностраних 

троуглова. 
 

28. Додекаедар је просторна фигура обухваћена са дванаест једнаких, једнакостраних и 

једнакоуглих петоуглова. 
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 XI. 1 

 

Један део праве линије не може се налазити у некој, основној, равни, а други 

део бити издигнут изнад те равни. 
 

Заиста, ако је то могуће, нека се део АΒ праве линије АΒΓ налази у основној 

равни, док је други део ΒΓ издигнут. 

 

 
 

Нека постоји у основној равни нека права као праволинијско продужење праве 

АΒ. Нека то буде ΒΓ. На овај начин АΒ је заједнички део две праве АΒΓ и АΒΓ. А 

то је немогуће, јер, ако око центра Β са полупречником АΒ нацртамо круг, његови 

пречници отсецаће од круга неједнаке кружне лукове. 

 

На овај начин, не може се један део праве линије налазити у некој, основној, 

равни, а други бити издигнут изнад те равни. 

А то је требало доказати. 

Εὐζείαο γξακκῆο κέξνο κέλ ηη νὐθ ἔζηηλ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ, ἐπηπέδῳ, κέξνο δέ ηη 

ἐλ κεηεωξνηέξῳ.  

 

Δἰ γὰξ δπλαηόλ, εὐζείαο γξακκῆο ηῆο ΑΒΓ κέξνο κέλ ηη ηὸ ΑΒ ἔζησ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ 

ἐπηπέδῳ, κέξνο δέ ηη ηὸ ΒΓ ἐλ κεηεσξνηέξῳ.  

 

 
 

Ἔζηαη δή ηηο ηῇ ΑΒ ζπλερὴο εὐζεῖα ἐπ' εὐζείαο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ. ἔζησ ἡ ΒΓ: 

δύν ἄξα εὐζεηῶλ ηῶλ ΑΒΓ, ΑΒΓ θνηλὸλ ηκῆκά ἐζηηλ ἡ ΑΒ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ, 

ἐπεηδήπεξ ἐὰλ θέληξῳ ηῷ Β θαὶ δηαζηήκαηη ηῷ ΑΒ θύθινλ γξάςσκελ, αἱ δηάκεηξνη 

ἀλίζνπο ἀπνιήςνληαη ηνῦ θύθινπ πεξηθεξείαο.  

 

Δὐζείαο ἄξα γξακκῆο κέξνο κέλ ηη νὐθ ἔζηηλ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ, ηὸ δὲ ἐλ 

κεηεσξνηέξῳ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 2 

 

Ако две праве секу једна другу, оне су у истој равни; и сваки троугао је у 

истој равни. 

 

Нека две праве АΒ и ΓΓ секу једна другу у тачки Е.  

 

 
 

Тврдим да су АΒ и ΓΓ у истој равни и сваки троугао је у истој равни. 

 

Заиста, узмимо на правима ЕΓ и ЕΒ неке тачке Ε и Ζ и повуцимо ΓΒ, ΕΖ и ΕΘ, 

ΖΚ. Прво тврдим, да је троугао ЕΓΒ у истој равни. Заиста, ако се један део троугла 

ЕΓΒ, ΕΘΓ или ΖΒΚ, налази у основној равни, а други је издигнут ван те равни, 

онда се и један део правих ЕΓ и ЕΒ налази у основној равни, а други део ван те 

равни. А ако се део ΕΓΒΖ троугла ЕΓΒ налази у основној равни, а остали део ван, 

онда се и код правих ЕΓ и ЕΒ један део налази у основној равни, а други ван 

равни. А то је, према доказаном, бесмислено [ΧΗ.1]1. Према томе је троугао ЕΓΒ у 

истој равни. И свака од правих ЕΓ и ЕΒ биће у истој равни са троуглом ЕΓΒ, а 

биће у равни ЕΓ и ЕΒ и праве АΒ и ΓΓ [ΧΗ.1]. 

 

На овај начин праве АΒ и ΓΓ су у истој равни. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ δύν εὐζεῖαη ηέκλωζηλ ἀιιήιαο, ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ, θαὶ πᾶλ ηξίγωλνλ ἐλ ἑλί 

ἐζηηλ ἐπηπέδῳ.  

 

Γύν γὰξ εὐζεῖαη αἱ ΑΒ, ΓΓ ηεκλέησζαλ ἀιιήιαο θαηὰ ηὸ Δ ζεκεῖνλ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη αἱ ΑΒ, ΓΓ ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ, θαὶ πᾶλ ηξίγσλνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ἐπὶ ηῶλ ΔΓ, ΔΒ ηπρόληα ζεκεῖα ηὰ Ε, Ζ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΓΒ, ΕΖ, θαὶ 
δηήρζσζαλ αἱ ΕΘ, ΖΚ: ιέγσ πξῶηνλ, ὅηη ηὸ ΔΓΒ ηξίγσλνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ. εἰ γάξ 

ἐζηη ηνῦ ΔΓΒ ηξηγώλνπ κέξνο ἤηνη ηὸ ΕΘΓ ἢ ηὸ ΖΒΚ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ [ ἐπηπέδῳ ], 

ηὸ δὲ ινηπὸλ ἐλ ἄιιῳ, ἔζηαη θαὶ κηᾶο ηῶλ ΔΓ, ΔΒ εὐζεηῶλ κέξνο κέλ ηη ἐλ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ, ηὸ δὲ ἐλ ἄιιῳ. εἰ δὲ ηνῦ ΔΓΒ ηξηγώλνπ ηὸ ΕΓΒΖ κέξνο ᾖ ἐλ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ, ηὸ δὲ ινηπὸλ ἐλ ἄιιῳ, ἔζηαη θαὶ ἀκθνηέξσλ ηῶλ ΔΓ, ΔΒ εὐζεηῶλ 

κέξνο κέλ ηη ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ, ηὸ δὲ ἐλ ἄιιῳ: ὅπεξ ἄηνπνλ ἐδείρζε. ηὸ ἄξα 

ΔΓΒ ηξίγσλνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ. ἐλ ᾧ δέ ἐζηη ηὸ ΔΓΒ ηξίγσλνλ, ἐλ ηνύηῳ θαὶ 
ἑθαηέξα ηῶλ ΔΓ, ΔΒ, ἐλ ᾧ δὲ ἑθαηέξα ηῶλ ΔΓ, ΔΒ, ἐλ ηνύηῳ θαὶ αἱ ΑΒ, ΓΓ.  

 

αἱ ΑΒ, ΓΓ ἄξα εὐζεῖαη ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ, θαὶ πᾶλ ηξίγσλνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ: 

ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.1 Један део праве линије не може се налазити у некој, основној, равни, а други део бити издигнут изнад те равни. 
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XI. 3 

 

Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 

 

Заиста, нека две равни АΒ и ΒΓ секу једна другу и њихов пресек је линија ΓΒ.  

 

 
 

Тврдим да је ΓΒ права линија. 

 

Заиста, ако није, спојимо тачке Γ и Β правом ΓΔΒ у равни ΑΒ и правом ΓΕΒ у 

равни ΒΓ. Тада постоје две праве ΓΔΒ и ΓΕΒ са заједничким крајевима, и, 

очевидно обухватају неку површину, а то је бесмислено. Према томе ΓΔΒ и ΓΕΒ 

нису праве линије. Слично се доказује да никаква друга права не постоји што спаја 

Γ и Β, сем ΓΒ, која је заједнички пресек равни АΒ и ΒΓ. 

 

На овај начин, ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. А то је 

требало доказати. 

Ἐὰλ δύν ἐπίπεδα ηέκλῃ ἄιιεια, ἡ θνηλὴ αὐηῶλ ηνκὴ εὐζεῖά ἐζηηλ.  

 

Γύν γὰξ ἐπίπεδα ηὰ ΑΒ, ΒΓ ηεκλέησ ἄιιεια, θνηλὴ δὲ αὐηῶλ ηνκὴ ἔζησ ἡ ΓΒ 

γξακκή:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΓΒ γξακκὴ εὐζεῖά ἐζηηλ.  

 

Δἰ γὰξ κή, ἐπεδεύρζσ ἀπὸ ηνῦ Γ ἐπὶ ηὸ Β ἐλ κὲλ ηῷ ΑΒ ἐπηπέδῳ εὐζεῖα ἡ ΓΔΒ, ἐλ δὲ 

ηῷ ΒΓ ἐπηπέδῳ εὐζεῖα ἡ ΓΕΒ. ἔζηαη δὴ δύν εὐζεηῶλ ηῶλ ΓΔΒ, ΓΕΒ ηὰ αὐηὰ πέξαηα, 

θαὶ πεξηέμνπζη δειαδὴ ρσξίνλ: ὅπεξ ἄηνπνλ. νὐθ ἄξα αἱ ΓΔΒ, ΓΕΒ εὐζεῖαί εἰζηλ. 

ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη νὐδὲ ἄιιε ηηο ἀπὸ ηνῦ Γ ἐπὶ ηὸ Β ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἔζηαη 

πιὴλ ηῆο ΓΒ θνηλῆο ηνκῆο ηῶλ ΑΒ, ΒΓ ἐπηπέδσλ.  

 

ὰλ ἄξα δύν ἐπίπεδα ηέκλῃ ἄιιεια, ἡ θνηλὴ αὐηῶλ ηνκὴ εὐζεῖά ἐζηηλ: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη. 
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XI. 4 

 

Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према 

свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
 

Заиста, нека је права ЕΕ, која пролази кроз пресечну тачку Е правих АΒ и ΓΓ, под 

правим угловима према тим правима.  

 

 
 

Тврдим, да је ЕΕ под правим углом и према равни правих АΒ и ΓΓ. 

 

Заиста, одмеримо међу собом једнаке дужи АЕ, ЕΒ, ΓЕ, ЕΓ и кроз Е повуцимо 

произвољну праву ΖΔΘ, нацртајмо АΓ и ΓΒ и затим кроз тачку Ε повуцимо дужи 

ΕА, ΕΖ, ΕΓ, ΕΓ, ΕΘ, ΕΒ. Пошто су две дужи АЕ и ЕΓ једнаке двема дужима ΓЕ и 

ЕΒ и оне чине једнаке углове [I.15]1, онда је основа АΓ једнака основи ΓΒ и 

троугао АЕΓ једнак троуглу ΓΔΒ [I.4]2. Услед тога је и угао ΓАЕ једнак углу ЕΒΓ. 

Али и угао АЕΖ је једнак углу ΒΔΘ [Η.15]. Према томе имамо два троугла АΖЕ и 

ΒΔΘ, код којих су два угла једног једнака са два односна угла другог, сваки-

сваком; и једна страна АЕ између углова једног је једнака одговарајућој страни ЕΒ 

другог. Они тада имају и остале стране једнаке осталим странама [I.26]3. На овај 

начин је ΖЕ једнако ЕΘ и АΖ једнако ΒΘ. И пошто је АЕ једнако ЕΒ, а ΕЕ 

заједничка страна при правим угловима, онда је основа ΕА једнака основи ΕΒ 

[Η.4]. Из истих разлога је ΕΓ једнако ΕΓ. И пошто је АΓ једнако ΓΒ и ΕА једнако 

ΕΒ, значи две стране ΕА и АΓ једнаке двема странама ΕΒ и ΒΓ, свака свакој, а 

доказано је да је и основица ΕΓ једнака основици ΕΓ, биће једнаки и углови ΕΑΓ и 

ΕΒΓ [I.8]4. И пошто је још доказано да је АΖ једнако ΒΘ, а и ΕА да је једнако ΕΒ, 

Ἐὰλ εὐζεῖα δύν εὐζείαηο ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο πξὸο ὀξζὰο ἐπὶ ηῆο θνηλῆο ηνκῆο 

ἐπηζηαζῇ, θαὶ ηῷ δη' αὐηῶλ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη.  

 

Δὐζεῖα γάξ ηηο ἡ ΔΕ δύν εὐζείαηο ηαῖο ΑΒ, ΓΓ ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο θαηὰ ηὸ Δ ζεκεῖνλ 

ἀπὸ ηνῦ Δ πξὸο ὀξζὰο ἐθεζηάησ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΔΕ θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

Ἀπεηιήθζσζαλ γὰξ αἱ ΑΔ, ΔΒ, ΓΔ, ΔΓ ἴζαη ἀιιήιαηο, θαὶ δηήρζσ ηηο δηὰ ηνῦ Δ, ὡο 

ἔηπρελ, ἡ ΖΔΘ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΒ, θαὶ ἔηη ἀπὸ ηπρόληνο ηνῦ Ε 

ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΕΑ, ΕΖ, ΕΓ, ΕΓ, ΕΘ, ΕΒ. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΑΔ, ΔΓ δπζὶ ηαῖο ΓΔ, ΔΒ 

ἴζαη εἰζὶ θαὶ γσλίαο ἴζαο πεξηέρνπζηλ, βάζηο ἄξα ἡ ΑΓ βάζεη ηῇ ΓΒ ἴζε ἐζηίλ, θαὶ ηὸ 

ΑΔΓ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΔΒ ηξηγώλῳ ἴζνλ ἔζηαη: ὥζηε θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΓΑΔ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ 

ΔΒΓ ἴζε [ ἐζηίλ ]. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΔΖ γσλία ηῇ ὑπὸ ΒΔΘ ἴζε. δύν δὴ ηξίγσλά ἐζηη 

                                                 
1 I.15 Ако се две праве секу, оне образују унакрсне углове, који су једнаки један другоме. 
2 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
3 I.26 Ако су код два троугла два угла једног једнаки двама угловима другог, и то одговарајућим, и једна страна једног једнака једној страни другог или она на којој су једнаки углови или 

она што је спрам једног од једнаких углова, онда су и остале стране једнаке осталим странама, и то одговарајућим, а преостали угао једнак је преосталом углу. 
4 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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онда су две стране ΕА и АΖ једнаке двема странама ΕΒ и ΒΘ; а такође је доказано 

да је угао ΕΑΖ једнак углу ΕΒΘ. Отуд закључујемо да је и основица ΕΖ једнака 

основици ΕΘ [Η.4]. И пошто је још, према доказаном, ΖЕ једнако ЕΘ, а ЕΕ је 

заједничка страна, значи две стране ΖЕ, ЕΕ једнаке су двема странама ΘЕ и ЕΕ, а 

основица ΕΖ једнака је основици ΕΘ, па према томе и угао ΖΔΕ једнак је углу 

ΘΔΕ [Η.8]. На тај начин је сваки од углова ΖΔΕ и ΘΔΕ прав. Према томе је ΕЕ 

управна на произвољној правој кроз тачку Е. На сличан начин се доказује да ΕЕ 

чини прав угао са сваком правом која је сече и налази се у основној равни. Но 

права је управна на равни, ако чини прав угао са сваком правом која је сече и 

налази се у тој равни [ΧΗ.Деф.3]1. Према томе је права ΕЕ управна на основној 

равни. Али основна раван је раван правих АΒ и ΓΓ. Према томе је ΕЕ под правим 

углом према равни правих АΒ и ΓΓ. 

 

На овај начин, права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима 

према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. А то је 

требало доказати. 

ηὰ ΑΖΔ, ΒΔΘ ηὰο δύν γσλίαο δπζὶ γσλίαηο ἴζαο ἔρνληα ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ θαὶ κίαλ 

πιεπξὰλ κηᾷ πιεπξᾷ ἴζελ ηὴλ πξὸο ηαῖο ἴζαηο γσλίαηο ηὴλ ΑΔ ηῇ ΔΒ: θαὶ ηὰο ινηπὰο ἄξα 

πιεπξὰο ηαῖο ινηπαῖο πιεπξαῖο ἴζαο ἕμνπζηλ. ἴζε ἄξα ἡ κὲλ ΖΔ ηῇ ΔΘ, ἡ δὲ ΑΖ ηῇ ΒΘ. 

θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΔ ηῇ ΔΒ, θνηλὴ δὲ θαὶ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΕΔ, βάζηο ἄξα ἡ ΕΑ βάζεη ηῇ 

ΕΒ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΕΓ ηῇ ΕΓ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΓ ηῇ ΓΒ, 

ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΕΑ ηῇ ΕΒ ἴζε, δύν δὴ αἱ ΕΑ, ΑΓ δπζὶ ηαῖο ΕΒ, ΒΓ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα 

ἑθαηέξᾳ: θαὶ βάζηο ἡ ΕΓ βάζεη ηῇ ΕΓ ἐδείρζε ἴζε: θαὶ γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΕΑΓ γσλίᾳ ηῇ 

ὑπὸ ΕΒΓ ἴζε ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ πάιηλ ἐδείρζε ἡ ΑΖ ηῇ ΒΘ ἴζε, ἀιιὰ κὴλ θαὶ ἡ ΕΑ ηῇ ΕΒ 

ἴζε, δύν δὴ αἱ ΕΑ, ΑΖ δπζὶ ηαῖο ΕΒ, ΒΘ ἴζαη εἰζίλ. θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΕΑΖ ἐδείρζε ἴζε ηῇ 

ὑπὸ ΕΒΘ: βάζηο ἄξα ἡ ΕΖ βάζεη ηῇ ΕΘ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ πάιηλ ἴζε ἐδείρζε ἡ ΖΔ ηῇ 

ΔΘ, θνηλὴ δὲ ἡ ΔΕ, δύν δὴ αἱ ΖΔ, ΔΕ δπζὶ ηαῖο ΘΔ, ΔΕ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ βάζηο ἡ ΕΖ βάζεη 

ηῇ ΕΘ ἴζε: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΖΔΕ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΘΔΕ ἴζε ἐζηίλ. ὀξζὴ ἄξα ἑθαηέξα ηῶλ 

ὑπὸ ΖΔΕ, ΘΔΕ γσληῶλ. ἡ ΕΔ ἄξα πξὸο ηὴλ ΖΘ ηπρόλησο δηὰ ηνῦ Δ ἀρζεῖζαλ ὀξζή 

ἐζηηλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη ἡ ΕΔ θαὶ πξὸο πάζαο ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ 
νὔζαο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο. εὐζεῖα δὲ πξὸο ἐπίπεδνλ ὀξζή 

ἐζηηλ, ὅηαλ πξὸο πάζαο ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ 

ὀξζὰο πνηῇ γσλίαο: ἡ ΕΔ ἄξα ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. ηὸ δὲ 

ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδόλ ἐζηη ηὸ δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ εὐζεηῶλ. ἡ ΕΔ ἄξα πξὸο ὀξζάο ἐζηη ηῷ 

δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ἐπηπέδῳ.  

 

ὰλ ἄξα εὐζεῖα δύν εὐζείαηο ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο πξὸο ὀξζὰο ἐπὶ ηῆο θνηλῆο ηνκῆο 

ἐπηζηαζῇ, θαὶ ηῷ δη' αὐηῶλ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
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XI. 5 

 

Три праве са заједничком тачком су у истој равни, ако постоји права која 

пролази кроз ту заједничку тачку и управна је на свакој од тих правих. 

 

Заиста, нека права АΒ која пролази кроз заједничку тачку Β правих ΒΓ, ΒΓ, ΒЕ 

стоји под правим углом према свакој од њих.  

 

 
 

Тврдим, да су ΒΓ, ΒΓ, ΒЕ у истој равни. 

 

Заиста, ако то није тако, онда је могуће, да ΒΓ и ΒЕ буду у основној равни, а ΒΓ 

ван те равни. Конструишимо онда кроз АΒ и ΒΓ раван. У пресеку са основном 

равни она чини праву [ΧΗ.3]1. Нека то буде права ΒΕ. Значи да су три праве АΒ, 

ΒΓ, ΒΕ у истој равни која пролази кроз АΒ и ΒΓ. А како је АΒ управна према 

свакој од ΒΓ и ΒЕ, она је управна и на равни правих ΒΓ и ΒЕ [ΧΗ.4]2. Но раван 

правих ΒΓ и ΒЕ је основна раван. Према томе је АΒ управна на основној равни. А 

тада је АΒ управна на свакој правој у тој равни која сече праву АΒ [ΧΗ.Деф.3]3. Но 

њу сече и права ΒΕ, која се такође налази у основној равни. Према томе је угао 

АΒΕ прав угао. Али је претпостављено да је и угао АΒΓ прав. Према томе је угао 

АΒΕ једнак углу АΒΓ. И они се налазе у истој равни. А то је немогуће. Дакле 

права ΒΓ неће бити у некој равни изнад основне. Према томе се три праве ΒΓ, ΒΓ, 

ΒЕ налазе у истој равни. 

 

На овај начин, три праве са заједничком тачком су у истој равни, ако постоји права 

која пролази кроз ту заједничку тачку и управна је на свакој од тих правих. А то је 

требало доказати. 

Ἐὰλ εὐζεῖα ηξηζὶλ εὐζείαηο ἁπηνκέλαηο ἀιιήιωλ πξὸο ὀξζὰο ἐπὶ ηῆο θνηλῆο 

ηνκῆο ἐπηζηαζῇ, αἱ ηξεῖο εὐζεῖαη ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. 

 

Δὐζεῖα γάξ ηηο ἡ ΑΒ ηξηζὶλ εὐζείαηο ηαῖο ΒΓ, ΒΓ, ΒΔ πξὸο ὀξζὰο ἐπὶ ηῆο θαηὰ ηὸ Β 

ἁθῆο ἐθεζηάησ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη αἱ ΒΓ, ΒΓ, ΒΔ ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. Μὴ γάξ, ἀιι' εἰ δπλαηόλ, ἔζησζαλ αἱ κὲλ 

ΒΓ, ΒΔ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ, ἡ δὲ ΒΓ ἐλ κεηεσξνηέξῳ, θαὶ ἐθβεβιήζζσ ηὸ δηὰ 

ηῶλ ΑΒ, ΒΓ ἐπίπεδνλ: θνηλὴλ δὴ ηνκὴλ πνηήζεη ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ εὐζεῖαλ. 

πνηείησ ηὴλ ΒΕ. ἐλ ἑλὶ ἄξα εἰζὶλ ἐπηπέδῳ ηῷ δηεγκέλῳ δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΒΓ αἱ ηξεῖο εὐζεῖαη 

αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΒΕ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀξζή ἐζηη πξὸο ἑθαηέξαλ ηῶλ ΒΓ, ΒΔ, θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ 

ΒΓ, ΒΔ ἄξα ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ ἡ ΑΒ. ηὸ δὲ δηὰ ηῶλ ΒΓ, ΒΔ ἐπίπεδνλ ηὸ ὑπνθείκελόλ 

ἐζηηλ: ἡ ΑΒ ἄξα ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ. ὥζηε θαὶ πξὸο πάζαο ηὰο 

ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο 

ἡ ΑΒ. ἅπηεηαη δὲ αὐηῆο ἡ ΒΕ νὖζα ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ: ἡ ἄξα ὑπὸ ΑΒΕ γσλία 

ὀξζή ἐζηηλ. ὑπόθεηηαη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ὀξζή: ἴζε ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΕ γσλία ηῇ ὑπὸ ΑΒΓ. 

θαί εἰζηλ ἐλ ἑλὶ ἐπηπέδῳ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἡ ΒΓ εὐζεῖα ἐλ κεηεσξνηέξῳ 

ἐζηὶλ ἐπηπέδῳ: αἱ ηξεῖο ἄξα εὐζεῖαη αἱ ΒΓ, ΒΓ, ΒΔ ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ.  

 

ὰλ ἄξα εὐζεῖα ηξηζὶλ εὐζείαηο ἁπηνκέλαηο ἀιιήισλ ἐπὶ ηῆο ἁθῆο πξὸο ὀξζὰο 

ἐπηζηαζῇ, αἱ ηξεῖο εὐζεῖαη ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 ΧΙ.3 Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 
2 ΧΙ.4 Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
3 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
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XI. 6 

 

Ако су две праве управне на истој равни, оне су паралелне. 
 

Заиста, нека праве АΒ и ΓΓ стоје под правим угловима према основној равни.  

 

 
 

Тврдим да је права АΒ паралелна са правом ΓΓ. 

 

Заиста, нека оне секу основну раван у тачкама Β и Γ, па повуцимо праву ΒΓ и нека 

је ΓЕ права у основној равни управна на ΒΓ; даље одмеримо ΓЕ једнако АΒ и 

повуцимо ΒЕ, АЕ, АΓ. Пошто је дуж АΒ нормална на основној равни, она ће 

образовати прав угао са сваком правом која је сече и налази се у основној равни 

[ΧΗ.Деф.3]1. Но АΒ сече сваку од правих ΒΓ и ΒЕ, које се налазе у основној равни. 

Према томе је сваки од углова АΒΓ и АΒЕ прав. Из истих разлога је сваки од 

углова ΓΓΒ и ΓΓΔ прав. И пошто је АΒ једнако ΓЕ, а ΒΓ је заједничка, две стране 

АΒ, ΒΓ једнаке су двема странама ЕΓ, ΓΒ. И оне образују праве углове. Тада је 

основица АΓ једнака основици ΒЕ [I.4]2. И пошто је АΒ једнако ΓЕ, а и АΓ 

једнако ΒЕ, значи две стране АΒ, ΒЕ једнаке су двема странама ЕΓ, ΓА, а и 

основица АЕ им је заједничка. Према томе је угао АΒЕ једнак углу ЕΓА [I.8]3. А 

како је угао АΒЕ прав, биће прав и угао ЕΓА. Значи ЕΓ је управна на ΓА. Дакле, 

она је управна и према свакој од ΒΓ и ΓΓ. Према томе је ЕΓ управна на три праве 

ΒΓ, ΓА и ΓΓ, које имају са њом заједничку тачку. Због тога се три праве ΒΓ, ΓА и 

ΓΓ налазе у истој равни [ΧΗ.5]4. И у оној равни у којој се налазе ΓΒ и ΓА, налази 

Ἐὰλ δύν εὐζεῖαη ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ὦζηλ, παξάιιεινη ἔζνληαη αἱ 

εὐζεῖαη.  

 

Γύν γὰξ εὐζεῖαη αἱ ΑΒ, ΓΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζησζαλ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ.  

 

Σπκβαιιέησζαλ γὰξ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὰ Β, Γ ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ 

ΒΓ εὐζεῖα, θαὶ ἤρζσ ηῇ ΒΓ πξὸο ὀξζὰο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ἡ ΓΔ, θαὶ θείζζσ 

ηῇ ΑΒ ἴζε ἡ ΓΔ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΔ, ΑΔ, ΑΓ. Καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ 

ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο πάζαο [ ἄξα ] ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο 

ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο. ἅπηεηαη δὲ ηῆο ΑΒ ἑθαηέξα ηῶλ ΒΓ, 

ΒΔ νὖζα ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ: ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΒΔ 

γσληῶλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΓΓΒ, ΓΓΔ ὀξζή ἐζηηλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ 

ἡ ΑΒ ηῇ ΓΔ, θνηλὴ δὲ ἡ ΒΓ, δύν δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δπζὶ ηαῖο ΔΓ, ΓΒ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ γσλίαο 

ὀξζὰο πεξηέρνπζηλ: βάζηο ἄξα ἡ ΑΓ βάζεη ηῇ ΒΔ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ 

ΓΔ, ἀιιὰ θαὶ ἡ ΑΓ ηῇ ΒΔ, δύν δὴ αἱ ΑΒ, ΒΔ δπζὶ ηαῖο ΔΓ, ΓΑ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ βάζηο 

                                                 
1 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
2 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 
један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
3 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
4 ΧΙ.5 Три праве са заједничком тачком су у истој равни, ако постоји права која пролази кроз ту заједничку тачку и управна је на свакој од тих правих. 
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се и АΒ, јер се цео троугао налази у истој равни [ΧΗ.2]1. Према томе су праве АΒ, 

ΒΓ и ΓΓ у истој равни. И сваки је од углова АΒΓ и ΒΓΓ прав, те је АΒ паралелна 

са ΓΓ [Η.28]2. 

 

На овај начин, ако су две праве управне на истој равни, оне су паралелне. А то је 

требало доказати. 

αὐηῶλ θνηλὴ ἡ ΑΔ: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΔΓΑ ἐζηηλ ἴζε. ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ 

ΑΒΔ: ὀξζὴ ἄξα θαὶ ἡ ὑπὸ ΔΓΑ: ἡ ΔΓ ἄξα πξὸο ηὴλ ΓΑ ὀξζή ἐζηηλ. ἔζηη δὲ θαὶ πξὸο 

ἑθαηέξαλ ηῶλ ΒΓ, ΓΓ ὀξζή. ἡ ΔΓ ἄξα ηξηζὶλ εὐζείαηο ηαῖο ΒΓ, ΓΑ, ΓΓ πξὸο ὀξζὰο ἐπὶ 

ηῆο ἁθῆο ἐθέζηεθελ: αἱ ηξεῖο ἄξα εὐζεῖαη αἱ ΒΓ, ΓΑ, ΓΓ ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. ἐλ ᾧ δὲ 

αἱ ΓΒ, ΓΑ, ἐλ ηνύηῳ θαὶ ἡ ΑΒ: πᾶλ γὰξ ηξίγσλνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ: αἱ ἄξα ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΓ εὐζεῖαη ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. θαί ἐζηηλ ὀξζὴ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΓ γσληῶλ: 

παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ.  

 

ὰλ ἄξα δύν εὐζεῖαη ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ὦζηλ, παξάιιεινη ἔζνληαη αἱ 
εὐζεῖαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.2 Ако две праве секу једна другу, оне су у истој равни; и сваки троугао је у истој равни. 
2 Ι.28 Ако права која сече друге две праве гради са исте своје стране спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу или два унутрашња угла са исте стране једнака двама правим 

угловима, ове две праве паралелне су. 
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XI. 7 

 

Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је узета по једна 

произвољна тачка, биће права што их спаја у истој равни са паралелним. 
 

Нека су АΒ и ΓΓ две паралелне праве и на свакој од њих узета произвољна тачка: 

Е односно Ε.  

 

 
 

Тврдим, да се права што спаја тачке Е и Ε налази у истој равни са паралелним. 

 

Заиста, ако то није тако, онда је могуће, да се она налази у некој другој равни као 

права ЕΖΕ и повуцимо кроз ЕΖΕ раван. Та раван сече основну раван дуж неке 

праве [ΧΗ.3]1, нека то буде права ЕΕ. На овај начин, праве ЕΖΕ и ЕΕ обухватају 

неку површину. А то је немогуће. Значи права што спаја тачке Е и Ε се налази у 

равни паралелних правих АΒ и ΓΓ. 

 

На овај начин, ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је узета по једна 

произвољна тачка, биће права што их спаја у истој равни са паралелним. А то је 

требало доказати. 

Ἐὰλ ὦζη δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη, ιεθζῇ δὲ ἐθ' ἑθαηέξαο αὐηῶλ ηπρόληα ζεκεῖα, 

ἡ ἐπὶ ηὰ ζεκεῖα ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ ἐζηὶ ηαῖο 

παξαιιήινηο.  

 

Ἔζησζαλ δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη αἱ ΑΒ, ΓΓ, θαὶ εἰιήθζσ ἐθ' ἑθαηέξαο αὐηῶλ ηπρόληα 

ζεκεῖα ηὰ Δ, Ε:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ἐπὶ ηὰ Δ, Ε ζεκεῖα ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ ἐζηὶ ηαῖο 

παξαιιήινηο. Μὴ γάξ, ἀιι' εἰ δπλαηόλ, ἔζησ ἐλ κεηεσξνηέξῳ ὡο ἡ ΔΖΕ, θαὶ δηήρζσ 

δηὰ ηῆο ΔΖΕ ἐπίπεδνλ: ηνκὴλ δὴ πνηήζεη ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ εὐζεῖαλ. πνηείησ 

ὡο ηὴλ ΔΕ: δύν ἄξα εὐζεῖαη αἱ ΔΖΕ, ΔΕ ρσξίνλ πεξηέμνπζηλ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ 

ἄξα ἡ ἀπὸ ηνῦ Δ ἐπὶ ηὸ Ε ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἐλ κεηεσξνηέξῳ ἐζηὶλ ἐπηπέδῳ: ἐλ ηῷ 

δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ἄξα παξαιιήισλ ἐζηὶλ ἐπηπέδῳ ἡ ἀπὸ ηνῦ Δ ἐπὶ ηὸ Ε ἐπηδεπγλπκέλε 

εὐζεῖα.  

 

ὰλ ἄξα ὦζη δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη, ιεθζῇ δὲ ἐθ' ἑθαηέξαο αὐηῶλ ηπρόληα ζεκεῖα, ἡ 

ἐπὶ ηὰ ζεκεῖα ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ ἐζηὶ ηαῖο παξαιιήινηο: ὅπεξ 

ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.3 Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 
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XI. 8 

 

Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и 

друга управна на тој равни. 
 

Нека су АΒ и ΓΓ две паралелне праве, и нека је једна од њих, АΒ, управна на 

основној равни.  

 

 
 

Тврдим, да је и друга ΓΓ управна на истој равни. 

 

Заиста нека су тачке Β и Γ продорне тачке правих АΒ и ΓΓ у основној равни, и 

повуцимо ΒΓ. Тада су АΒ, ΓΓ и ΒΓ у истој равни [ΧΗ.7]1. Нацртајмо у основној 

равни ΓЕ управну на ΒΓ, одмеримо дуж ΓЕ једнаку АΒ и спојимо са правим ΒЕ, 

АЕ, АΓ. Пошто је АΒ управно на основној равни, а свака права, која се налази у 

основној равни и сече управну праву, управна је на правој АΒ [ΧΗ.Деф.3]2, биће 

сваки од углова АΒΓ и АΒЕ прав. И пошто су паралелне АΒ и ΓΓ пресечене 

правом ΒΓ, биће збир углова АΒΓ и ΓΓΒ једнак двоструком правом углу [I.29]3. 

Но угао АΒΓ је прав, па значи и угао ΓΓΒ прав. Према томе је права ΓΓ управна 

на правој ΒΓ. И пошто је АΒ једнако ΓЕ, а ΒΓ је заједничка, онда су две стране 

АΒ и ΒΓ једнаке двема странама ЕΓ и ΓΒ. А и угао АΒΓ једнак је углу ЕΓΒ, јер је 

сваки од њих прав. Према томе је и основица АΓ једнака основици ΒЕ. И пошто је 

АΒ једнако ΓЕ, а ΒЕ једнако АΓ, онда су две стране АΒ, ΒЕ једнаке двема 

Ἐὰλ ὦζη δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη, ἡ δὲ ἑηέξα αὐηῶλ ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, 

θαὶ ἡ ινηπὴ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη.  

 

Ἔζησζαλ δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη αἱ ΑΒ, ΓΓ, ἡ δὲ ἑηέξα αὐηῶλ ἡ ΑΒ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζησ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη θαὶ ἡ ινηπὴ ἡ ΓΓ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη. 

 

Σπκβαιιέησζαλ γὰξ αἱ ΑΒ, ΓΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὰ Β, Γ ζεκεῖα, θαὶ 
ἐπεδεύρζσ ἡ ΒΓ: αἱ ΑΒ, ΓΓ, ΒΓ ἄξα ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. ἤρζσ ηῇ ΒΓ πξὸο ὀξζὰο ἐλ 

ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ἡ ΓΔ, θαὶ θείζζσ ηῇ ΑΒ ἴζε ἡ ΓΔ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΔ, 

ΑΔ, ΑΓ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα 

ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ ἡ 

ΑΒ: ὀξζὴ ἄξα [ ἐζηὶλ ] ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΒΔ γσληῶλ. θαὶ ἐπεὶ εἰο παξαιιήινπο 

ηὰο ΑΒ, ΓΓ εὐζεῖα ἐκπέπησθελ ἡ ΒΓ, αἱ ἄξα ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΓΒ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη 

εἰζίλ. ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ: ὀξζὴ ἄξα θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΓΒ: ἡ ΓΓ ἄξα πξὸο ηὴλ ΒΓ ὀξζή 

                                                 
1 ΧΙ.7 Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је узета по једна произвољна тачка, биће права што их спаја у истој равни са паралелним. 
2 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
3 I.29 Ако права сече две паралелне праве, она гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла са исте стране 

једнака двама правим угловима. 
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странама ЕΓ, ΓА, свака свакој, а и АЕ је заједничка основица. Према томе је угао 

АΒЕ једнак углу ЕΓА. Но АΒЕ је прав те значи да је и ЕΓА прав угао. Дакле, ЕΓ је 

управно на АΓ, но ЕΓ је управно и на ΓΒ. Према томе је и права ЕΓ управна на 

равни правих ΒΓ и ΓА [ΧΗ.4]1. Значи ЕΓ чини прав угао и са сваком правом која је 

сече и налази се у равни ΒΓА. Али ће у равни која пролази кроз ΒΓА бити и ΓΓ, 

јер су у равни што пролази кроз ΒΓА и АΒ и ΒΓ [ΧΗ.2]2, а у оној у којој се налазе 

АΒ и ΒΓ, налази се и ΓΓ. Према томе је ЕΓ под правим углом према ΓΓ. Значи и 

ΓΓ је под правим углом према ΓЕ. Но ΓΓ је под правим углом и према ΒΓ. На овај 

начин ΓΓ, пролазећи кроз пресечну тачку Γ правих ΓЕ и ΓΒ, стоји под правим 

углом према тим правима. Према томе је ΓΓ нормала на равни правих ΓЕ и ΓΒ 

[ΧΗ.4]. Но раван правих ΓЕ и ΓΒ је основна раван, па је према томе права ΓΓ 

нормална на основној равни. 

 

На овај начин, ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, 

биће и друга права управна на тој равни. А то је требало доказати. 

ἐζηηλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΔ, θνηλὴ δὲ ἡ ΒΓ, δύν δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δπζὶ ηαῖο ΔΓ, 

ΓΒ ἴζαη εἰζίλ: θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΔΓΒ ἴζε: ὀξζὴ γὰξ ἑθαηέξα: βάζηο 

ἄξα ἡ ΑΓ βάζεη ηῇ ΒΔ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΑΒ ηῇ ΓΔ, ἡ δὲ ΒΔ ηῇ ΑΓ, δύν δὴ 

αἱ ΑΒ, ΒΔ δπζὶ ηαῖο ΔΓ, ΓΑ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ. θαὶ βάζηο αὐηῶλ θνηλὴ ἡ ΑΔ: 

γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΔΓΑ ἐζηηλ ἴζε. ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ: ὀξζὴ ἄξα θαὶ 
ἡ ὑπὸ ΔΓΑ: ἡ ΔΓ ἄξα πξὸο ηὴλ ΑΓ ὀξζή ἐζηηλ. ἔζηη δὲ θαὶ πξὸο ηὴλ ΓΒ ὀξζή: ἡ ΔΓ 

ἄξα θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ ΒΓ, ΓΑ ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ. θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο 

αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ ΒΓΑ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο ἡ ΔΓ. ἐλ 

δὲ ηῷ δηὰ ηῶλ ΒΓΑ ἐπηπέδῳ ἐζηὶλ ἡ ΓΓ, ἐπεηδήπεξ ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ ΒΓΑ ἐπηπέδῳ εἰζὶλ 

αἱ ΑΒ, ΒΓ, ἐλ ᾧ δὲ αἱ ΑΒ, ΒΓ, ἐλ ηνύηῳ ἐζηὶ θαὶ ἡ ΓΓ. ἡ ΔΓ ἄξα ηῇ ΓΓ πξὸο ὀξζάο 

ἐζηηλ: ὥζηε θαὶ ἡ ΓΓ ηῇ ΓΔ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΓΓ ηῇ ΒΓ πξὸο ὀξζάο. ἡ 

ΓΓ ἄξα δύν εὐζείαηο ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο ηαῖο ΓΔ, ΓΒ ἀπὸ ηῆο θαηὰ ηὸ Γ ηνκῆο πξὸο 

ὀξζὰο ἐθέζηεθελ: ὥζηε ἡ ΓΓ θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΓΒ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. ηὸ δὲ 

δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΓΒ ἐπίπεδνλ ηὸ ὑπνθείκελόλ ἐζηηλ: ἡ ΓΓ ἄξα ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ 

πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

ὰλ ἄξα ὦζη δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη, ἡ δὲ κία αὐηῶλ ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ ἡ 

ινηπὴ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.4 Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
2 ΧΙ.2 Ако две праве секу једна другу, оне су у истој равни; и сваки троугао је у истој равни. 
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XI. 9 

 

Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, 

паралелне су међу собом. 
 

Заиста, нека је свака од правих АΒ и ΓΓ паралелна са ЕΕ, но нека се не налазе у 

истој равни.  

 

 
 

Тврдим, да су АΒ и ΓΓ паралелне. 

 

Заиста, узмимо на ЕΕ произвољну тачку Ζ и из те тачке повуцимо у раван правих 

ЕΕ и АΒ под правим углом према ЕΕ праву ΖΘ, а у равни правих ΕЕ и ΓΓ праву 

ΖΚ под правим углом према ЕΕ. Пошто је ЕΕ управна на свакој од правих ΖΘ и 

ΖΚ, она је управна и на равни што пролази кроз праве ΖΘ и ΖК [ΧΗ.4]1. И права 

ЕΕ је паралелна са правом АΒ. Према томе је и права АΒ управна на равни ΘΖК 

[ΧΗ.8]2. Из истих разлога је и права ΓΓ управна на равни ΘΖК. На овај начин је 

свака од АΒ и ΓΓ управна на равни ΘΖК. Но ако су две праве управне на истој 

равни, оне су паралелне [ΧΗ.6]3.  

 

На овај начин права АΒ је паралелна са ΓΓ. А то је требало доказати. 

Αἱ ηῇ αὐηῇ εὐζείᾳ παξάιιεινη θαὶ κὴ νὖζαη αὐηῇ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ θαὶ 

ἀιιήιαηο εἰζὶ παξάιιεινη.  

 

Ἔζησ γὰξ ἑθαηέξα ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ηῇ ΔΕ παξάιιεινο κὴ νὖζαη αὐηῇ ἐλ ηῷ αὐηῷ 

ἐπηπέδῳ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ἐπὶ ηῆο ΔΕ ηπρὸλ ζεκεῖνλ ηὸ Ζ, θαὶ ἀπ' αὐηνῦ ηῇ ΔΕ ἐλ κὲλ ηῷ δηὰ ηῶλ 

ΔΕ, ΑΒ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΖΘ, ἐλ δὲ ηῷ δηὰ ηῶλ ΕΔ, ΓΓ ηῇ ΔΕ πάιηλ πξὸο 

ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΖΚ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΔΕ πξὸο ἑθαηέξαλ ηῶλ ΖΘ, ΖΚ ὀξζή ἐζηηλ, ἡ ΔΕ ἄξα θαὶ 
ηῷ δηὰ ηῶλ ΖΘ, ΖΚ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. θαί ἐζηηλ ἡ ΔΕ ηῇ ΑΒ παξάιιεινο: θαὶ 
ἡ ΑΒ ἄξα ηῷ δηὰ ηῶλ ΘΖΚ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΓΓ ηῷ δηὰ 

ηῶλ ΘΖΚ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ: ἑθαηέξα ἄξα ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ηῷ δηὰ ηῶλ ΘΖΚ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

ἐὰλ δὲ δύν εὐζεῖαη ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ὦζηλ, παξάιιεινί εἰζηλ αἱ εὐζεῖαη: 

παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.4 Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
2 ΧΙ.8 Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга управна на тој равни. 
3 ΧΙ.6 Ако су две праве управне на истој равни, оне су паралелне. 
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XI. 10 

 

Ако су две праве, које се секу, паралелне са двема правима, које се секу, но не 

налазе се са овима у истој равни, оне образују једнаке углове. 
 

Заиста, нека су АΒ и ΒΓ две праве, које једна другу секу, паралелне са правима ΓЕ 

и ЕΕ, које секу једна другу, но не налазе се у истој равни са првим правима.  

 

 
 

Тврдим, да је угао АΒΓ једнак углу ΓЕΕ. 

 

Заиста, одмеримо дужи ΒА, ΒΓ, ЕΓ, ЕΕ једнаке међу собом и спојимо АΓ, ΓΕ, ΒЕ, 

АΓ, ΓΕ. Пошто је ΒА једнако и паралелно ЕΓ, биће и АΓ једнако и паралелно ΒЕ 

[I.33]1. Из истих разлога је и ΓΕ једнако и паралелно ΒЕ. Према томе је свака од 

АΓ и ΓΕ једнака и паралелна са ΒЕ. Но праве које су паралелне истој правој, а не 

налазе се са њом у истој равни паралелне су [ΧΗ.9]2. Према томе је АΓ паралелна 

ΓΕ и једнака. А спајају их АΓ и ΓΕ па је значи и АΓ једнака ΓΕ и паралелна [I.33]. 

И пошто су две стране АΒ и ΒΓ једнаке двема странама ΓЕ и ЕΕ и основица АΓ 

једнака основици ΓΕ, биће угао АΒΓ једнак углу ΓЕΕ [I.8]3. 

 

На овај начин, ако су две праве, које се секу, паралелне са двема правима, које се 

секу, но не налазе се са њима у истој равни, оне образују једнаке углове. А то је 

требало доказати. 

Ἐὰλ δύν εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήιωλ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήιωλ ὦζη 

κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ, ἴζαο γωλίαο πεξηέμνπζηλ.  

 

Γύν γὰξ εὐζεῖαη αἱ ΑΒ, ΒΓ ἁπηόκελαη ἀιιήισλ παξὰ δύν εὐζείαο ηὰο ΓΔ, ΔΕ 

ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ ἔζησζαλ κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλία ηῇ ὑπὸ ΓΔΕ.  

 

Ἀπεηιήθζσζαλ γὰξ αἱ ΒΑ, ΒΓ, ΔΓ, ΔΕ ἴζαη ἀιιήιαηο, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΕ, 

ΒΔ, ΑΓ, ΓΕ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΒΑ ηῇ ΔΓ ἴζε ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο, θαὶ ἡ ΑΓ ἄξα ηῇ ΒΔ ἴζε 

ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΓΕ ηῇ ΒΔ ἴζε ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο: ἑθαηέξα 

ἄξα ηῶλ ΑΓ, ΓΕ ηῇ ΒΔ ἴζε ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο. αἱ δὲ ηῇ αὐηῇ εὐζείᾳ παξάιιεινη θαὶ 
κὴ νὖζαη αὐηῇ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ θαὶ ἀιιήιαηο εἰζὶ παξάιιεινη: παξάιιεινο ἄξα 

ἐζηὶλ ἡ ΑΓ ηῇ ΓΕ θαὶ ἴζε. θαὶ ἐπηδεπγλύνπζηλ αὐηὰο αἱ ΑΓ, ΓΕ: θαὶ ἡ ΑΓ ἄξα ηῇ ΓΕ 

ἴζε ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΑΒ, ΒΓ δπζὶ ηαῖο ΓΔ, ΔΕ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ βάζηο 

ἡ ΑΓ βάζεη ηῇ ΓΕ ἴζε, γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΓΔΕ ἐζηηλ ἴζε.  

 

ὰλ ἄξα δύν εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήισλ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ ὦζη 

κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ, ἴζαο γσλίαο πεξηέμνπζηλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 I.33 Праве што спајају са истих страна крајеве једнаких и паралелних дужи саме су једнаке и паралелне. 
2 ΧΙ.9 Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, паралелне су међу собом. 
3 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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XI. 11 

 

Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 
 

Нека је А дата тачка над датом основном равни.  

 

 
 

Треба из дате тачке А повући праву линију управну на дату основну раван. 

 

Повуцимо у основној равни произвољну праву ΒΓ и конструишимо из тачке А 

нормалу АΓ управну на ΒΓ [I.12]1. Ако је АΓ нормала на основној равни, тражено 

је постигнуто. Ако није, повуцимо у основној равни из тачке Γ нормалу ΓЕ на 

праву ΒΓ [I.11]2 и спустимо из тачке А нормалу АΕ на праву ΓЕ [I.12], па кроз 

тачку Ε повуцимо праву ΖΘ паралелну правој ΒΓ [I.31]3. 

Пошто је ΒΓ управна на свакој од ΓА и ΓЕ, биће ΒΓ управна и на равни ЕΓА 

[ΧΗ.4]4. Но њој је паралелна и права ΖΘ. А ако су две праве паралелне и једна од 

њих управна на некој равни, онда је и друга управна на тој равни [ΧΗ.8]5. Према 

томе је ΖΘ управна на равни правих ЕΓ и ΓА која сече праву ΖΘ. Но њу сече 

права АΕ, која се налази у равни правих ЕΓ и ΓА [ΧΗ.Деф.3]6. Према томе је ΖΘ 

управна на ΕА. А значи и ΕА је управна на ΘΖ. Но АΕ је управна и на ΓЕ. АΕ је на 

тај начин управна на свакој од ΖΘ и ΓЕ. Али ако је кроз тачку пресека две праве 

повучена права нормална на тим правима биће повучена права нормална и на 

раван тих правих [ΧΗ.4]. Према томе је ΕА управна на раван правих ЕΓ и ΖΘ. Но 

раван правих ЕΓ и ΖΘ је основна раван. Према томе је ΕА права управна на 

Ἀπὸ ηνῦ δνζέληνο ζεκείνπ κεηεώξνπ ἐπὶ ηὸ δνζὲλ ἐπίπεδνλ θάζεηνλ εὐζεῖαλ 

γξακκὴλ ἀγαγεῖλ.  

 

Ἔζησ ηὸ κὲλ δνζὲλ ζεκεῖνλ κεηέσξνλ ηὸ Α, ηὸ δὲ δνζὲλ ἐπίπεδνλ ηὸ ὑπνθείκελνλ:  

 

 
 

δεῖ δὴ ἀπὸ ηνῦ Α ζεκείνπ ἐπὶ ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ θάζεηνλ εὐζεῖαλ γξακκὴλ 

ἀγαγεῖλ.  

 

Γηήρζσ γάξ ηηο ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ εὐζεῖα, ὡο ἔηπρελ, ἡ ΒΓ, θαὶ ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ 

Α ζεκείνπ ἐπὶ ηὴλ ΒΓ θάζεηνο ἡ ΑΓ. εἰ κὲλ νὖλ ἡ ΑΓ θάζεηόο ἐζηη θαὶ ἐπὶ ηὸ 

ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ, γεγνλὸο ἂλ εἴε ηὸ ἐπηηαρζέλ. εἰ δὲ νὔ, ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Γ ζεκείνπ 

ηῇ ΒΓ ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΓΔ, θαὶ ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Α ἐπὶ ηὴλ ΓΔ 

θάζεηνο ἡ ΑΕ, θαὶ δηὰ ηνῦ Ε ζεκείνπ ηῇ ΒΓ παξάιιεινο ἤρζσ ἡ ΖΘ. Καὶ ἐπεὶ ἡ ΒΓ 

ἑθαηέξᾳ ηῶλ ΓΑ, ΓΔ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ, ἡ ΒΓ ἄξα θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ ΔΓΑ ἐπηπέδῳ πξὸο 

ὀξζάο ἐζηηλ. θαί ἐζηηλ αὐηῇ παξάιιεινο ἡ ΖΘ: ἐὰλ δὲ ὦζη δύν εὐζεῖαη παξάιιεινη, ἡ 

                                                 
1 I.12 Повући праву линију нормално на дату бескрајну праву из дате тачке која не припада датој правој. 
2 I.11 Из дате тачке на датој правој повући праву под правим углом према датој правој. 
3 I. 31 Кроз дату тачку повући праву линију паралелну датој правој. 
4 ΧΙ.4 Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
5 ΧΙ.8 Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга управна на тој равни. 
6 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
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основној равни. 

 

На овај начин је из дате тачке А ван равни повучена права АΕ управна на датој 

равни. А то је требало извести. 

δὲ κία αὐηῶλ ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ ἡ ινηπὴ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο 

ἔζηαη: θαὶ ἡ ΖΘ ἄξα ηῷ δηὰ ηῶλ ΔΓ, ΓΑ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. θαὶ πξὸο πάζαο 

ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ ΔΓ, ΓΑ ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ 

ἡ ΖΘ. ἅπηεηαη δὲ αὐηῆο ἡ ΑΕ νὖζα ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ ΔΓ, ΓΑ ἐπηπέδῳ: ἡ ΖΘ ἄξα ὀξζή 

ἐζηη πξὸο ηὴλ ΕΑ: ὥζηε θαὶ ἡ ΕΑ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὴλ ΘΖ. ἔζηη δὲ ἡ ΑΕ θαὶ πξὸο ηὴλ 

ΓΔ ὀξζή: ἡ ΑΕ ἄξα πξὸο ἑθαηέξαλ ηῶλ ΖΘ, ΓΔ ὀξζή ἐζηηλ. ἐὰλ δὲ εὐζεῖα δπζὶλ 

εὐζείαηο ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο ἐπὶ ηῆο ηνκῆο πξὸο ὀξζὰο ἐπηζηαζῇ, θαὶ ηῷ δη' αὐηῶλ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη: ἡ ΕΑ ἄξα ηῷ δηὰ ηῶλ ΔΓ, ΖΘ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. 

ηὸ δὲ δηὰ ηῶλ ΔΓ, ΖΘ ἐπίπεδόλ ἐζηη ηὸ ὑπνθείκελνλ: ἡ ΑΕ ἄξα ηῷ ὑπνθεηκέλῳ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

Ἀπὸ ηνῦ ἄξα δνζέληνο ζεκείνπ κεηεώξνπ ηνῦ Α ἐπὶ ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ θάζεηνο 

εὐζεῖα γξακκὴ ἦθηαη ἡ ΑΕ: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη. 
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XI. 12 

 

На датој равни кроз тачку на њој подићи нормалу на раван. 

 

Нека је дата раван - основна раван, и тачка А на њој.  

 

 
 

Треба у тачки А подићи нормалу на основној равни. 

 

Узмимо неку тачку Β ван основне равни и повуцимо кроз њу праву ΒΓ управну на 

основној равни [ΧΗ.11]1, а кроз тачку А повуцимо праву АΓ паралелну ΒΓ [I.31]2. 

Сад, пошто су АΓ и ΓΒ две паралелне праве и једна од њих ΒΓ је управна на 

основној равни [ΧΗ.8]3, биће и друга АΓ управна на тој равни. 

 

На овај начин је на дату раван кроз дату тачку А на њој повучена права АΓ 

управна на датој равни. А то је требало извести. 

Τῷ δνζέληη ἐπηπέδῳ ἀπὸ ηνῦ πξὸο αὐηῷ δνζέληνο ζεκείνπ πξὸο ὀξζὰο εὐζεῖαλ 

γξακκὴλ ἀλαζηῆζαη.  

 

Ἔζησ ηὸ κὲλ δνζὲλ ἐπίπεδνλ ηὸ ὑπνθείκελνλ, ηὸ δὲ πξὸο αὐηῷ ζεκεῖνλ ηὸ Α:  

 

 
 

δεῖ δὴ ἀπὸ ηνῦ Α ζεκείνπ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο εὐζεῖαλ γξακκὴλ 

ἀλαζηῆζαη.  

 

Νελνήζζσ ηη ζεκεῖνλ κεηέσξνλ ηὸ Β, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Β ἐπὶ ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ 

θάζεηνο ἤρζσ ἡ ΒΓ, θαὶ δηὰ ηνῦ Α ζεκείνπ ηῇ ΒΓ παξάιιεινο ἤρζσ ἡ ΑΓ. πεὶ νὖλ 

δύν εὐζεῖαη παξάιιεινί εἰζηλ αἱ ΑΓ, ΓΒ, ἡ δὲ κία αὐηῶλ ἡ ΒΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ 

πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ, θαὶ ἡ ινηπὴ ἄξα ἡ ΑΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

Τῷ ἄξα δνζέληη ἐπηπέδῳ ἀπὸ ηνῦ πξὸο αὐηῷ ζεκείνπ ηνῦ Α πξὸο ὀξζὰο ἀλέζηαηαη ἡ 

ΑΓ: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.11 Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 
2 I. 31 Кроз дату тачку повући праву линију паралелну датој правој. 
3 ΧΙ.8 Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга управна на тој равни. 
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XI. 13 

 

Не могу се подићи кроз исту тачку две нормале на истој равни. 
 

Заиста, ако је могуће, нека су кроз исту тачку А у основној равни подигнуте две 

праве АΒ и АΓ нормалне на равни и са исте стране.  

 

Конструишимо раван кроз АΒ и АΓ.  

 

 
 

Она као пресек са основном равни, образује праву која пролази кроз А [ΧΗ.3]1. 

Нека је то права ΓАЕ. Према томе су праве АΒ, АΓ, ΓАЕ у истој равни. И пошто је 

ΓА управна на основној равни, биће она управна на свакој правој у основној равни 

која је сече [ΧΗ.Деф.3]2. Али она сече праву ΓАЕ у основној равни. Према томе је 

угао ΓАЕ прав. Из истих је разлога угао ΒАЕ прав. Значи да је угао ΓАЕ једнак 

углу ΒАЕ. И они су у истој равни. А то је немогуће. 

 

На овај начин, не могу се подићи кроз исту тачку две нормале на истој равни. А то 

је требало доказати. 

Ἀπὸ ηνῦ αὐηνῦ ζεκείνπ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ δύν εὐζεῖαη πξὸο ὀξζὰο νὐθ 

ἀλαζηήζνληαη ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε.  

 

Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἀπὸ ηνῦ αὐηνῦ ζεκείνπ ηνῦ Α ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ δύν εὐζεῖαη αἱ 

ΑΒ, ΑΓ πξὸο ὀξζὰο ἀλεζηάησζαλ ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε,  

 

θαὶ δηήρζσ ηὸ δηὰ ηῶλ ΒΑ, ΑΓ ἐπίπεδνλ:  

 

 
 

ηνκὴλ δὴ πνηήζεη δηὰ ηνῦ Α ἐλ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ εὐζεῖαλ. πνηείησ ηὴλ ΓΑΔ: αἱ 
ἄξα ΑΒ, ΑΓ, ΓΑΔ εὐζεῖαη ἐλ ἑλί εἰζηλ ἐπηπέδῳ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΓΑ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ 

πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ, θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο. ἅπηεηαη δὲ αὐηῆο ἡ ΓΑΔ νὖζα ἐλ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ: ἡ ἄξα ὑπὸ ΓΑΔ γσλία ὀξζή ἐζηηλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ 

ΒΑΔ ὀξζή ἐζηηλ: ἴζε ἄξα ἡ ὑπὸ ΓΑΔ ηῇ ὑπὸ ΒΑΔ. θαί εἰζηλ ἐλ ἑλὶ ἐπηπέδῳ: ὅπεξ ἐζηὶλ 

ἀδύλαηνλ.  

 

Οὐθ ἄξα ἀπὸ ηνῦ αὐηνῦ ζεκείνπ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ δύν εὐζεῖαη πξὸο ὀξζὰο 

ἀλαζηαζήζνληαη ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.3 Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 
2 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
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XI. 14 

 

Равни управне на истој правој паралелне су. 
 

Заиста, нека је права АΒ управна на свакој од равни ΓΓ и ЕΕ.  

 

 
 

Тврдим да су те равни паралелне. 

 

Заиста, ако то није тако, оне се продужене сусрећу. Нека се сусрећу; тада постоји 

заједнички пресек - права линија [ΧΗ.3]1. Нека то буде права ΖΘ. Узмимо на ΖΘ 

произвољну тачку К и спојимо АК и ΒК. Пошто је АΒ нормала на равни ЕΕ, биће 

АΒ нормала и на ΒК, пошто се ΒК налази у равни ЕΕ управној на АΒ [ΧΗ.Деф.3]2. 

Према томе је угао АΒК прав. Из истих разлога је и угао ΒАК прав. На овај начин 

троугао АΒК има два права угла - АΒК и ΒАК. А то је немогуће [Η.17]3. Према 

томе равни ΓΓ и ЕΕ и продужене не сусрећу се. Значи равни ΓΓ и ЕΕ су паралелне 

[ΧΗ.Деф.8]4.. 

 

На овај начин, равни управне на истој правој паралелне су. А то је требало 

доказати. 

Πξὸο ἃ ἐπίπεδα ἡ αὐηὴ εὐζεῖα ὀξζή ἐζηηλ, παξάιιεια ἔζηαη ηὰ ἐπίπεδα.  

 

Δὐζεῖα γάξ ηηο ἡ ΑΒ πξὸο ἑθάηεξνλ ηῶλ ΓΓ, ΔΕ ἐπηπέδσλ πξὸο ὀξζὰο ἔζησ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη παξάιιειά ἐζηη ηὰ ἐπίπεδα.  

 

Δἰ γὰξ κή, ἐθβαιιόκελα ζπκπεζνῦληαη. ζπκπηπηέησζαλ: πνηήζνπζη δὴ θνηλὴλ ηνκὴλ 

εὐζεῖαλ. πνηείησζαλ ηὴλ ΖΘ, θαὶ εἰιήθζσ ἐπὶ ηῆο ΖΘ ηπρὸλ ζεκεῖνλ ηὸ Κ, θαὶ 

ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΚ, ΒΚ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ΔΕ ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο ηὴλ 

ΒΚ ἄξα εὐζεῖαλ νὖζαλ ἐλ ηῷ ΔΕ ἐθβιεζέληη ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ ἡ ΑΒ: ἡ ἄξα ὑπὸ 

ΑΒΚ γσλία ὀξζή ἐζηηλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΚ ὀξζή ἐζηηλ. ηξηγώλνπ δὴ ηνῦ 

ΑΒΚ αἱ δύν γσλίαη αἱ ὑπὸ ΑΒΚ, ΒΑΚ δπζὶλ ὀξζαῖο εἰζηλ ἴζαη: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. 

νὐθ ἄξα ηὰ ΓΓ, ΔΕ ἐπίπεδα ἐθβαιιόκελα ζπκπεζνῦληαη: παξάιιεια ἄξα ἐζηὶ ηὰ ΓΓ, 

ΔΕ ἐπίπεδα.  

 

Πξὸο ἃ ἐπίπεδα ἄξα ἡ αὐηὴ εὐζεῖα ὀξζή ἐζηηλ, παξάιιειά ἐζηη ηὰ ἐπίπεδα: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.3 Ако две равни секу једна другу, њихов пресек је права. 
2 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
3 Ι.17 У сваком троуглу спрам веће стране лежи већи угао. 
4 ΧΙ.Деф.8 Паралелне су оне равни које се не сусрећу. 
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XI. 15 

 

Ако су две праве, које се секу, паралелне двема другим правима, које се секу, 

а не налазе се у истој равни, њихове равни су паралелне. 

 

Заиста, нека су две праве АΒ и ΒΓ, које се секу паралелне правима ΓЕ и ЕΕ, али 

раван првих правих је различита од равни других.  

 

 
 

Тврдим да равни које пролазе кроз АΒ, ΒΓ и кроз ΓЕ, ЕΕ и продужене не сусрећу 

једна другу. 

 

Заиста, повуцимо кроз тачку Β нормалу ΒΖ на раван правих ΓЕ и ЕΕ и нека она 

продире ту раван у тачки Ζ, па повуцимо и кроз Ζ праву ΖΘ паралелно ЕΓ и праву 

ΖК паралелно ЕΕ [I.31]1. Пошто је права ΒΖ управна на равни правих ΓЕ и ЕΕ, 

биће она управна и на свакој правој у тој равни која је сече. Према томе је она 

управна и на правима ΖΘ и ΖК, које се налазе у равни правих ΓЕ и ЕΕ [ΧΗ.Деф.3]2. 

Значи сваки од углова ΒΖΘ и ΒΖК је прав. И пошто је ΒА паралелна ΖΘ [ΧΗ.9]3, 

биће збир углова ΖΒА и ΒΖΘ једнак са два права угла [I.29]4. Но угао ΒΖΘ је 

Ἐὰλ δύν εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήιωλ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήιωλ ὦζη 

κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ νὖζαη, παξάιιειά ἐζηη ηὰ δη' αὐηῶλ ἐπίπεδα.  

 

Γύν γὰξ εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήισλ αἱ ΑΒ, ΒΓ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ 

ηὰο ΓΔ, ΔΕ ἔζησζαλ κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ νὖζαη:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐθβαιιόκελα ηὰ δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ ἐπίπεδα νὐ ζπκπεζεῖηαη ἀιιήινηο. 

Ἤρζσ γὰξ ἀπὸ ηνῦ Β ζεκείνπ ἐπὶ ηὸ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΔΕ ἐπίπεδνλ θάζεηνο ἡ ΒΖ θαὶ 

ζπκβαιιέησ ηῷ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὸ Ζ ζεκεῖνλ, θαὶ δηὰ ηνῦ Ζ ηῇ κὲλ ΔΓ παξάιιεινο 

ἤρζσ ἡ ΖΘ, ηῇ δὲ ΔΕ ἡ ΖΚ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΒΖ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΔΕ ἐπίπεδνλ, 

θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΔΕ 

ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο. ἅπηεηαη δὲ αὐηῆο ἑθαηέξα ηῶλ ΖΘ, ΖΚ νὖζα ἐλ ηῷ δηὰ 

ηῶλ ΓΔ, ΔΕ ἐπηπέδῳ: ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΒΖΘ, ΒΖΚ γσληῶλ. θαὶ ἐπεὶ 
παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΒΑ ηῇ ΖΘ, αἱ ἄξα ὑπὸ ΖΒΑ, ΒΖΘ γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. 

ὀξζὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΒΖΘ: ὀξζὴ ἄξα θαὶ ἡ ὑπὸ ΖΒΑ: ἡ ΖΒ ἄξα ηῇ ΒΑ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. 

δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ἡ ΖΒ θαὶ ηῇ ΒΓ ἐζηη πξὸο ὀξζάο. ἐπεὶ νὖλ εὐζεῖα ἡ ΖΒ δπζὶλ εὐζείαηο 

ηαῖο ΒΑ, ΒΓ ηεκλνύζαηο ἀιιήιαο πξὸο ὀξζὰο ἐθέζηεθελ, ἡ ΖΒ ἄξα θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ 

ΒΑ, ΒΓ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. [ δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ἡ ΒΖ θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ ΖΘ, ΖΚ 

                                                 
1 I.31 Кроз дату тачку повући праву линију паралелну датој правој. 
2 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
3 ΧΙ.9 Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, паралелне су међу собом. 
4 I.29 Ако права сече две паралелне праве, она гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла са исте стране 

једнака двама правим угловима. 
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прав, па према томе мора бити и угао ΖΒА прав. Дакле, ΖΒ је под правим углом 

према ΒА. Из истих разлога је ΖΒ под правим углом и према ΒΓ. И пошто сад 

права ΖΒ стоји управно на двема правима, које се секу, ΒА и ΒΓ, биће ΖΒ нормала 

на равни правих ΒА и ΒΓ. Из истих разлога ΒΖ је нормала и на равни правих ΖΘ и 

ΖК. А раван тих правих је исто што и раван правих ΓЕ и ЕΕ. Према томе је ΒΖ 

нормала и на равни правих ΓЕ и ЕΕ. А ΒΖ је нормала и на равни правих АΒ и ΒΓ 

[ΧΗ.4]1. Но равни, управне на истој правој, паралелне су [ΧΗ.14]2. Према томе је 

раван правих АΒ и ΒΓ паралелна са равни правих ΓЕ и ЕΕ. 

 

На овај начин, ако су две праве, које се секу, паралелне двема другим правима, 

које се секу, а не налазе се у истој равни, њихове равни су паралелне. А то је 

требало доказати. 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. ηὸ δὲ δηὰ ηῶλ ΖΘ, ΖΚ ἐπίπεδόλ ἐζηη ηὸ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΔΕ: ἡ 

ΒΖ ἄξα ηῷ δηὰ ηῶλ ΓΔ, ΔΕ ἐπηπέδῳ ἐζηὶ πξὸο ὀξζάο. ἐδείρζε δὲ ἡ ΖΒ θαὶ ηῷ δηὰ ηῶλ 

ΑΒ, ΒΓ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ]. πξὸο ἃ δὲ ἐπίπεδα ἡ αὐηὴ εὐζεῖα ὀξζή ἐζηηλ, 

παξάιιειά ἐζηη ηὰ ἐπίπεδα: παξάιιεινλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ δηὰ ηῶλ ΑΒ, ΒΓ ἐπίπεδνλ ηῷ δηὰ 

ηῶλ ΓΔ, ΔΕ.  

 

ὰλ ἄξα δύν εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήισλ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ ὦζη 

κὴ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ, παξάιιειά ἐζηη ηὰ δη' αὐηῶλ ἐπίπεδα: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.4 Права повучена кроз пресечну тачку две праве под правим угловима према свакој од њих биће под правим углом и према равни тих правих. 
2 ΧΙ.14 Равни управне на истој правој паралелне су. 
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XI. 16 

 

Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихови заједнички пресеци 

паралелни су. 
 

Заиста, нека су две паралелне равни АΒ и ΓΓ пресечене са равни ЕΕΖΘ и ЕΕ и ΖΘ 

њихови заједнички пресеци.  

 

 
 

Тврдим, да је права ЕΕ паралелна са правом ΖΘ.  

 

Заиста, ако то није тако, онда се ЕΕ и ΖΘ сусрећу, било са стране ΕΘ, било са 

стране ЕΖ. Продужимо их са стране Ε и Θ и нека се сусрећу прво у тачки К. 

Пошто се ЕΕК налази у равни АΒ, налазе се све тачке ЕΕК у равни АΒ [ΧΗ.1]1. А 

како тачка К припада правој ЕΕК, и она се налази у равни АΒ. Из истих разлога 

закључујемо да се тачка К налази у равни ΓΓ. На овај начин се равни АΒ и ΓΓ, 

продужене, сусрећу. Али оне се не сусрећу, јер су, по претпоставци паралелне. 

Према томе праве ЕΕ и ΖΘ, продужене са стране Ε и Θ, не сусрећу се. На сличан 

начин се доказује да се праве ЕΕ и ΖΘ не сусрећу продужене ни са стране Е и Ζ. А 

оне које се не сусрећу ни са једне стране, паралелне су [Η.Деф.23]2. Према томе ЕΕ 

је паралелно са ΖΘ. 

 

На овај начин, ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихови 

заједнички пресеци паралелни су. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ δύν ἐπίπεδα παξάιιεια ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηηλὸο ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ ηνκαὶ 

παξάιιεινί εἰζηλ.  

 

Γύν γὰξ ἐπίπεδα παξάιιεια ηὰ ΑΒ, ΓΓ ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηνῦ ΔΕΖΘ ηεκλέζζσ, θνηλαὶ δὲ 

αὐηῶλ ηνκαὶ ἔζησζαλ αἱ ΔΕ, ΖΘ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΔΕ ηῇ ΖΘ.  

 

Δἰ γὰξ κή, ἐθβαιιόκελαη αἱ ΔΕ, ΖΘ ἤηνη ἐπὶ ηὰ Ε, Θ κέξε ἢ ἐπὶ ηὰ Δ, Ζ ζπκπεζνῦληαη. 

ἐθβεβιήζζσζαλ ὡο ἐπὶ ηὰ Ε, Θ κέξε θαὶ ζπκπηπηέησζαλ πξόηεξνλ θαηὰ ηὸ Κ. θαὶ ἐπεὶ 

ἡ ΔΕΚ ἐλ ηῷ ΑΒ ἐζηηλ ἐπηπέδῳ, θαὶ πάληα ἄξα ηὰ ἐπὶ ηῆο ΔΕΚ ζεκεῖα ἐλ ηῷ ΑΒ ἐζηηλ 

ἐπηπέδῳ. ἓλ δὲ ηῶλ ἐπὶ ηῆο ΔΕΚ εὐζείαο ζεκείσλ ἐζηὶ ηὸ Κ: ηὸ Κ ἄξα ἐλ ηῷ ΑΒ ἐζηηλ 

ἐπηπέδῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ηὸ Κ θαὶ ἐλ ηῷ ΓΓ ἐζηηλ ἐπηπέδῳ: ηὰ ΑΒ, ΓΓ ἄξα ἐπίπεδα 

ἐθβαιιόκελα ζπκπεζνῦληαη. νὐ ζπκπίπηνπζη δὲ δηὰ ηὸ παξάιιεια ὑπνθεῖζζαη: νὐθ 

ἄξα αἱ ΔΕ, ΖΘ εὐζεῖαη ἐθβαιιόκελαη ἐπὶ ηὰ Ε, Θ κέξε ζπκπεζνῦληαη. ὁκνίσο δὴ 

δείμνκελ, ὅηη αἱ ΔΕ, ΖΘ εὐζεῖαη νὐδὲ ἐπὶ ηὰ Δ, Ζ κέξε ἐθβαιιόκελαη ζπκπεζνῦληαη. αἱ 
δὲ ἐπὶ κεδέηεξα ηὰ κέξε ζπκπίπηνπζαη παξάιιεινί εἰζηλ. παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΔΕ 

ηῇ ΖΘ.  

 

ὰλ ἄξα δύν ἐπίπεδα παξάιιεια ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηηλὸο ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ ηνκαὶ 

παξάιιεινί εἰζηλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 ΧΙ.1 Један део праве линије не може се налазити у некој, основној, равни, а други део бити издигнут изнад те равни. 
2 Ι.Деф.23 Паралелне су оне праве, које се налазе у истој равни и које се, продужене у бескрајност на обе стране, не секу једна са другом. 
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XI. 17 

 

Ако се две праве пресеку паралелним равнима, њихови отсечци су у истој 

размери. 
 

Заиста, нека су две праве АΒ и ΓΓ пресечене паралелним равнима ΖΘ, КΛ, МΝ у 

тачкама А, Е, Β, Γ, Ε, Γ.  

 

 
 

Тврдим да је дуж АЕ према дужи ЕΒ као ΓΕ према ΕΓ. 

 

Заиста. спојимо АΓ, ΒΓ, АΓ и нека АΓ продире раван КΛ у тачки Ξ, па спојимо ЕΞ 

и ΞΕ. Пошто су две паралелне равни, КΛ и МΝ, пресечене са равни ЕΒΓΞ, биће 

њихови заједнички пресеци ЕΞ и ΒΓ паралелни [ΧΗ.16]1. Из истих разлога, пошто 

су две паралелне равни, ΖΘ и КΛ, пресечене са равни АΞΕΓ, биће и њихови 

пресеци, АΓ и ΞΕ, паралелни [ΧΗ.16]. И пошто је у троуглу АΒΓ повучена права 

ЕΞ паралелно страни ΒΓ, биће АЕ према ЕΒ као ЕΞ према ΞΓ [VI.2]
2
. Даље, 

пошто је у троуглу АΓΓ права ΞΕ повучена паралелно страни АΓ, биће АΞ према 

ΞΓ као ΓΕ према ΕΓ [VI.2]. А доказано је да је АΞ према ΞΓ као и АЕ према ЕΒ. 

Према томе је АЕ према ЕΒ као ΓΕ према ΕΓ [V.11]
3
.  

Ἐὰλ δύν εὐζεῖαη ὑπὸ παξαιιήιωλ ἐπηπέδωλ ηέκλωληαη εἰο ηνὺο αὐηνὺο ιόγνπο 

ηκεζήζνληαη.  

 

Γύν γὰξ εὐζεῖαη αἱ ΑΒ, ΓΓ ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ ηῶλ ΖΘ, ΚΛ, ΜΝ ηεκλέζζσζαλ 

θαηὰ ηὰ Α, Δ, Β, Γ, Ε, Γ ζεκεῖα:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΔ εὐζεῖα πξὸο ηὴλ ΔΒ, νὕησο ἡ ΓΕ πξὸο ηὴλ ΕΓ.  

 

πεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΑΓ, ΒΓ, ΑΓ, θαὶ ζπκβαιιέησ ἡ ΑΓ ηῷ ΚΛ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὸ Ξ 

ζεκεῖνλ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΔΞ, ΞΕ. θαὶ ἐπεὶ δύν ἐπίπεδα παξάιιεια ηὰ ΚΛ, ΜΝ 

ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηνῦ ΔΒΓΞ ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ ηνκαὶ αἱ ΔΞ, ΒΓ παξάιιεινί εἰζηλ. 

δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ἐπεὶ δύν ἐπίπεδα παξάιιεια ηὰ ΖΘ, ΚΛ ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηνῦ ΑΞΕΓ 

ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ ηνκαὶ αἱ ΑΓ, ΞΕ παξάιιεινί εἰζηλ. θαὶ ἐπεὶ ηξηγώλνπ ηνῦ 

ΑΒΓ παξὰ κίαλ ηῶλ πιεπξῶλ ηὴλ ΒΓ εὐζεῖα ἦθηαη ἡ ΔΞ, ἀλάινγνλ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΔ 

πξὸο ΔΒ, νὕησο ἡ ΑΞ πξὸο ΞΓ. πάιηλ ἐπεὶ ηξηγώλνπ ηνῦ ΑΓΓ παξὰ κίαλ ηῶλ πιεπξῶλ 

ηὴλ ΑΓ εὐζεῖα ἦθηαη ἡ ΞΕ, ἀλάινγόλ ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΞ πξὸο ΞΓ, νὕησο ἡ ΓΕ πξὸο ΕΓ. 

ἐδείρζε δὲ θαὶ ὡο ἡ ΑΞ πξὸο ΞΓ, νὕησο ἡ ΑΔ πξὸο ΔΒ: θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΑΔ πξὸο ΔΒ, 

                                                 
1 ΧΙ.16 Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихови заједнички пресеци паралелни су. 
2 VI.2 Ако је у троуглу повучена нека права паралелна једној од страна, та права сече остале стране пропорционално; и ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што спаја 

пресечне тачке паралелна је преосталој страници троугла. 
3 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

 

На овај начин, ако се две праве пресеку паралелним равнима, њихови отсечци су у 

истој размери. А то је требало доказати. 

νὕησο ἡ ΓΕ πξὸο ΕΓ.  

 

ὰλ ἄξα δύν εὐζεῖαη ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ ηέκλσληαη, εἰο ηνὺο αὐηνὺο ιόγνπο 

ηκεζήζνληαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 18 

 

Ако је права управна на некој равни, свака раван што пролази кроз ту праву, 

управна је на тој равни. 

 

Заиста, нека је нека права АΒ управна на основној равни.  

 

 
 

Тврдим да је свака раван што пролази кроз АΒ управна на основној равни. 

 

Заиста, повуцимо кроз АΒ раван ΓЕ и нека је ΓЕ пресек равни ΓЕ са основном 

равни. Узмимо на ΓЕ произвољну тачку Ε и повуцимо кроз Ε, у равни ΓЕ, ΕΖ 

управно на ΓЕ [I.11]1. Пошто је АΒ управна на основној равни, биће АΒ управна 

на свакој правој у основној равни која је сече [ΧΗ.Деф.3]2. Стога ће она бити 

управна и на ΓЕ. И угао АΒΕ је прав. А прав је и угао ΖΕΒ. Према томе је АΒ 

паралелна са ΕΖ [Η.28]3. Но права АΒ је управна на основној равни, те значи да је и 

права ΕΖ управна на основној равни [ΧΗ.8]4. А раван је управна на равни, ако 

праве у једној од њих, управне на пресечној правој, стоје управно на другој равни 

[ΧΗ.Деф.4]5. Али доказали смо да је права ΕΖ, повучена у равни ΓЕ управно на 

правој пресека ΓЕ, управна на основној равни. Па према томе је раван ΓЕ управна 

на основној равни. На сличан начин се доказује да је и свака раван, повучена кроз 

АΒ, управна на основној равни. 

 

На овај начин, ако је права управна на некој равни, свака раван што пролази кроз 

ту праву управна је на тој равни. А то је требало доказати. 

ὰλ εὐζεῖα ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ πάληα ηὰ δη' αὐηῆο ἐπίπεδα ηῷ αὐηῷ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη.  

 

Δὐζεῖα γάξ ηηο ἡ ΑΒ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζησ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη θαὶ πάληα ηὰ δηὰ ηῆο ΑΒ ἐπίπεδα ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ.  

 

θβεβιήζζσ γὰξ δηὰ ηῆο ΑΒ ἐπίπεδνλ ηὸ ΓΔ, θαὶ ἔζησ θνηλὴ ηνκὴ ηνῦ ΓΔ ἐπηπέδνπ 

θαὶ ηνῦ ὑπνθεηκέλνπ ἡ ΓΔ, θαὶ εἰιήθζσ ἐπὶ ηῆο ΓΔ ηπρὸλ ζεκεῖνλ ηὸ Ε, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Ε 

ηῇ ΓΔ πξὸο ὀξζὰο ἤρζσ ἐλ ηῷ ΓΔ ἐπηπέδῳ ἡ ΕΖ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ 

ἐπίπεδνλ ὀξζή ἐζηηλ, θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ 

ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ ἡ ΑΒ: ὥζηε θαὶ πξὸο ηὴλ ΓΔ ὀξζή ἐζηηλ: ἡ ἄξα 

ὑπὸ ΑΒΕ γσλία ὀξζή ἐζηηλ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΖΕΒ ὀξζή: παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΑΒ 

ηῇ ΕΖ. ἡ δὲ ΑΒ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ: θαὶ ἡ ΕΖ ἄξα ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. θαὶ ἐπίπεδνλ πξὸο ἐπίπεδνλ ὀξζόλ ἐζηηλ, ὅηαλ 

αἱ ηῇ θνηλῇ ηνκῇ ηῶλ ἐπηπέδσλ πξὸο ὀξζὰο ἀγόκελαη εὐζεῖαη ἐλ ἑλὶ ηῶλ ἐπηπέδσλ ηῷ 

ινηπῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ὦζηλ. θαὶ ηῇ θνηλῇ ηνκῇ ηῶλ ἐπηπέδσλ ηῇ ΓΔ ἐλ ἑλὶ ηῶλ 

ἐπηπέδσλ ηῷ ΓΔ πξὸο ὀξζὰο ἀρζεῖζα ἡ ΕΖ ἐδείρζε ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο 

ὀξζάο: ηὸ ἄξα ΓΔ ἐπίπεδνλ ὀξζόλ ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ. ὁκνίσο δὴ δεηρζήζεηαη θαὶ 

                                                 
1 I.11 Из дате тачке на датој правој повући праву под правим углом према датој правој. 
2 ΧΙ.Деф.3 Права је нормална на равни ако образује праве углове са свима правима које је секу и налазе се у тој равни. 
3 Ι.28 Ако права која сече друге две праве гради са исте своје стране спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу или два унутрашња угла са исте стране једнака двама правим 
угловима, ове две праве паралелне су. 
4 ΧΙ.8 Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга управна на тој равни. 
5 ΧΙ.Деф.4 Раван је нормална на равни, ако су праве, нормалне на пресеку тих равни у једној равни, нормалне на другој равни. 
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πάληα ηὰ δηὰ ηῆο ΑΒ ἐπίπεδα ὀξζὰ ηπγράλνληα πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ.  

 

ὰλ ἄξα εὐζεῖα ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ πάληα ηὰ δη' αὐηῆο ἐπίπεδα ηῷ αὐηῷ 

ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 19 

 

Ако су две равни, које се секу, нормалне на некој равни, биће и њихов пресек 

нормалан на истој равни. 
 

Нека су две равни, АΒ и ΒΓ, нормалне на основној равни, а њихов пресек нека 

буде права ΒΓ.  

 

 
 

Тврдим, да је ΒΓ нормална на основној равни. 

 

Заиста, нека није тако. Из тачке Γ у равни АΒ повуцимо праву ΓЕ управну на АΓ, 

а у равни ΒΓ праву ΓΕ управну на ΓΓ. Пошто је АΒ раван управна на основној 

равни и у равни АΒ је повучена права ΓЕ управна на заједничком пресеке равни 

АΒ и основне равни, биће права ΓЕ управна на основној равни [ΧΗ.Деф.4]1. 

Слично се доказује да је и права ΓΕ управна на основној равни. Према томе из 

исте тачке Γ основне равни са исте стране те равни повучене су две нормале на ту 

раван. А то је немогуће [XI.13]2. Значи из тачке Γ основне равни не може бити 

друге нормале сем ΒΓ, пресека равни АΒ и ΒΓ. 

 

На овај начин, ако су две равни, које се секу, нормалне на некој равни, биће и 

њихов пресек нормалан на тој равни. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ δύν ἐπίπεδα ηέκλνληα ἄιιεια ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ ἡ θνηλὴ 

αὐηῶλ ηνκὴ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη.  

 

Γύν γὰξ ἐπίπεδα ηὰ ΑΒ, ΒΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζησ, θνηλὴ δὲ 

αὐηῶλ ηνκὴ ἔζησ ἡ ΒΓ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΒΓ ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζάο ἐζηηλ. Μὴ γάξ, θαὶ ἤρζσζαλ ἀπὸ 

ηνῦ Γ ζεκείνπ ἐλ κὲλ ηῷ ΑΒ ἐπηπέδῳ ηῇ ΑΓ εὐζείᾳ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΓΔ, ἐλ δὲ ηῷ ΒΓ 

ἐπηπέδῳ ηῇ ΓΓ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΓΕ. θαὶ ἐπεὶ ηὸ ΑΒ ἐπίπεδνλ ὀξζόλ ἐζηη πξὸο ηὸ 

ὑπνθείκελνλ, θαὶ ηῇ θνηλῇ αὐηῶλ ηνκῇ ηῇ ΑΓ πξὸο ὀξζὰο ἐλ ηῷ ΑΒ ἐπηπέδῳ ἦθηαη ἡ 

ΓΔ, ἡ ΓΔ ἄξα ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ ἡ 

ΓΕ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ. ἀπὸ ηνῦ αὐηνῦ ἄξα ζεκείνπ ηνῦ Γ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ δύν εὐζεῖαη πξὸο ὀξζὰο ἀλεζηακέλαη εἰζὶλ ἐπὶ ηὰ αὐηὰ κέξε: ὅπεξ 

ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ηῷ ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ἀπὸ ηνῦ Γ ζεκείνπ ἀλαζηαζήζεηαη 

πξὸο ὀξζὰο πιὴλ ηῆο ΓΒ θνηλῆο ηνκῆο ηῶλ ΑΒ, ΒΓ ἐπηπέδσλ.  

 

ὰλ ἄξα δύν ἐπίπεδα ηέκλνληα ἄιιεια ἐπηπέδῳ ηηλὶ πξὸο ὀξζὰο ᾖ, θαὶ ἡ θνηλὴ αὐηῶλ 

ηνκὴ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἔζηαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.Деф.4 Раван је нормална на равни, ако су праве, нормалне на пресеку тих равни у једној равни, нормалне на другој равни. 
2 XI.13 Не могу се подићи кроз исту тачку две нормале на истој равни. 
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XI. 20 

 

Ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, збир ма која два од њих је већи од 

трећег. 
 

Заиста, нека је рогаљ код тачке А обухваћен са три равна угла: ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ.  

 

 
 

Тврдим да је збир ма која два од углова ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ већи од трећег. 

 

Ако су углови ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ једнаки један другом, јасно да је збир било која два 

од њих већи од трећег. Ако нису једнаки, нека је највећи угао ΒΑΓ. 

Конструишимо у равни ΒΑΓ, на правој АΒ код тачке А, угао ΒАЕ једнак углу 

ΓΑΒ, одмеримо дуж АЕ једнаку АΓ и нека права ΒΔΓ кроз тачку Е пресеца праве 

АΒ и АΓ у тачкама Β и Γ, па спојимо ΒΓ и ΓΓ. И пошто је дуж ΓА једнака дужи 

АЕ, а АΒ је заједничка, биће две једнаке двема. А и угао ΓΑΒ једнак је углу ΒАЕ. 

Према томе је и основица ΓΒ једнака основици ΒЕ [I.4]1. И пошто је збир ΒΓ и ΓΓ 

већи од ΒΓ [I.20]2, од којих је ΒΓ, како је доказано, једнако ΒЕ, биће и остатак ΓΓ 

већи од остатка ЕΓ. И пошто је ΓА једнако АЕ, а АΓ је заједничка, и основица ΓΓ 

је већа од основице ЕΓ, биће угао ΓΑΓ већи од угла ЕАΓ [Η.25]3. Доказано је 

међутим да је угао ΓΑΒ једнак углу ΒАЕ. Према томе је збир углова ΓΑΒ и ΓΑΓ 

већи од угла ΒΑΓ. Слично се доказује да су и други, узети по два већи од трећег. 

 

На овај начин, ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, збир ма која два од њих је 

већи од трећег. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ ζηεξεὰ γωλία ὑπὸ ηξηῶλ γωληῶλ ἐπηπέδωλ πεξηέρεηαη, δύν ὁπνηαηνῦλ ηῆο 

ινηπῆο κείδνλέο εἰζη πάληῃ κεηαιακβαλόκελαη.  

 

Σηεξεὰ γὰξ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Α ὑπὸ ηξηῶλ γσληῶλ ἐπηπέδσλ ηῶλ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ 

πεξηερέζζσ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηῶλ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ γσληῶλ δύν ὁπνηαηνῦλ ηῆο ινηπῆο κείδνλέο εἰζη 

πάληῃ κεηαιακβαλόκελαη.  

 

Δἰ κὲλ νὖλ αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ, θαλεξόλ, ὅηη δύν 

ὁπνηαηνῦλ ηῆο ινηπῆο κείδνλέο εἰζηλ. εἰ δὲ νὔ, ἔζησ κείδσλ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, θαὶ ζπλεζηάησ 

πξὸο ηῇ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Α ηῇ ὑπὸ ΓΑΒ γσλίᾳ ἐλ ηῷ δηὰ ηῶλ 

ΒΑΓ ἐπηπέδῳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΔ, θαὶ θείζζσ ηῇ ΑΓ ἴζε ἡ ΑΔ, θαὶ δηὰ ηνῦ Δ ζεκείνπ 

δηαρζεῖζα ἡ ΒΔΓ ηεκλέησ ηὰο ΑΒ, ΑΓ εὐζείαο θαηὰ ηὰ Β, Γ ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ 

αἱ ΓΒ, ΓΓ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΓΑ ηῇ ΑΔ, θνηλὴ δὲ ἡ ΑΒ, δύν δπζὶλ ἴζαη: θαὶ γσλία ἡ 

ὑπὸ ΓΑΒ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΒΑΔ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΓΒ βάζεη ηῇ ΒΔ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ δύν 

αἱ ΒΓ, ΓΓ ηῆο ΒΓ κείδνλέο εἰζηλ, ὧλ ἡ ΓΒ ηῇ ΒΔ ἐδείρζε ἴζε, ινηπὴ ἄξα ἡ ΓΓ ινηπῆο 

ηῆο ΔΓ κείδσλ ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΓΑ ηῇ ΑΔ, θνηλὴ δὲ ἡ ΑΓ, θαὶ βάζηο ἡ ΓΓ 

βάζεσο ηῆο ΔΓ κείδσλ ἐζηίλ, γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΓΑΓ γσλίαο ηῆο ὑπὸ ΔΑΓ κείδσλ ἐζηίλ. 

ἐδείρζε δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΑΒ ηῇ ὑπὸ ΒΑΔ ἴζε: αἱ ἄξα ὑπὸ ΓΑΒ, ΓΑΓ ηῆο ὑπὸ ΒΑΓ 

                                                 
1 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 I.20 У сваком троуглу збир двеју страна, произвољно изабраних, већи је од треће стране. 
3 Ι.25 Ако су код два троугла две стране једног једнаке двема странама другог, и то одговарајућим, а основица првог је већа од основице другог, онда је и угао првог, који образују стране 

једнаке странама другог, већи од таквог угла другог троугла. 
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κείδνλέο εἰζηλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ αἱ ινηπαὶ ζύλδπν ιακβαλόκελαη ηῆο ινηπῆο 

κείδνλέο εἰζηλ.  

 

ὰλ ἄξα ζηεξεὰ γσλία ὑπὸ ηξηῶλ γσληῶλ ἐπηπέδσλ πεξηέρεηαη, δύν ὁπνηαηνῦλ ηῆο 

ινηπῆο κείδνλέο εἰζη πάληῃ κεηαιακβαλόκελαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

  


