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XI. 21 

 

Сваки рогаљ је обухваћен равним угловима, чији је збир мањи од четири 

права угла. 
 

Нека је рогаљ код тачке А обухваћен равним угловима ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ.  

 

 
 

Тврдим да је збир углова ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ мањи од четири права угла. 

 

Заиста, узмимо на свакој од правих АΒ, АΓ, АΓ произвољне тачке Β, Γ, Γ и 

спојимо ΒΓ, ΓΓ, ΓΒ. Пошто је просторни угао код тачке Β обухваћен равним 

угловима ΓΒΑ, АΒΓ, ΓΒΓ, биће збир два ма која од њих већи од трећег [ΥΗ.20]1. 

Према томе је збир ΓΒА и АΒΓ већи од ΓΒΓ. Из истих разлога је и збир ΒΓА и 

АΓΓ већи од ΒΓΓ, а и збир ΓΓА и АΓΒ већи од ΓΓΒ. Значи и збир од шест углова: 

ΓΒΑ, АΒΓ, ΒΓА, АΓΓ, ΓΓА, АΓΒ је већи од збира три угла: ΓΒΓ, ΒΓΓ, ΓΓΒ. Но 

збир три угла ΓΒΓ, ΒΓΓ, ΒΓΓ једнак је са два права угла [Η.32]2. Према томе је 

збир од шест углова ΓΒΑ, АΒΓ, ΒΓА, АΓΓ, ΓΓА, АΓΒ већи од два права угла. И 

пошто је у сваком од троуглова АΒΓ, АΓΓ, АΓΒ збир од три угла једнак са два 

права угла, биће код три троугла збир од девет углова ΓΒА, АΓΒ, ΒΑΓ, АΓΓ, ΓΓΑ, 

ΓΑΓ, АΓΒ, ΓΒА, ΒАΓ једнак са шест правих углова; у том збиру збир шест углова 

АΒΓ, ΒΓА, АΓΓ, ΓΓА, АΓΒ, ΓΒА је већи од два права угла, па према томе је збир 

остала три угла ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ, који обухватају рогаљ, мањи од четири права 

угла. 

 

На овај начин, сваки рогаљ је обухваћен равним угловима, чији је збир мањи од 

четири права угла. 

Ἅπαζα ζηεξεὰ γσλία ὑπὸ ἐιαζζόλσλ [ ἢ ] ηεζζάξσλ ὀξζῶλ γσληῶλ ἐπηπέδσλ 

πεξηέρεηαη.  

 

Ἔζησ ζηεξεὰ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Α πεξηερνκέλε ὑπὸ ἐπηπέδσλ γσληῶλ ηῶλ ὑπὸ ΒΑΓ, 

ΓΑΓ, ΓΑΒ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ ηεζζάξσλ ὀξζῶλ ἐιάζζνλέο εἰζηλ.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ἐθ' ἑθάζηεο ηῶλ ΑΒ, ΑΓ, ΑΓ ηπρόληα ζεκεῖα ηὰ Β, Γ, Γ, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΒΓ, ΓΓ, ΓΒ. θαὶ ἐπεὶ ζηεξεὰ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Β ὑπὸ ηξηῶλ γσληῶλ 

ἐπηπέδσλ πεξηέρεηαη ηῶλ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΓ, ΓΒΓ, δύν ὁπνηαηνῦλ ηῆο ινηπῆο κείδνλέο 

εἰζηλ: αἱ ἄξα ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΓ ηῆο ὑπὸ ΓΒΓ κείδνλέο εἰζηλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ αἱ κὲλ 

ὑπὸ ΒΓΑ, ΑΓΓ ηῆο ὑπὸ ΒΓΓ κείδνλέο εἰζηλ, αἱ δὲ ὑπὸ ΓΓΑ, ΑΓΒ ηῆο ὑπὸ ΓΓΒ 

κείδνλέο εἰζηλ: αἱ ἓμ ἄξα γσλίαη αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΑΓΓ, ΓΓΑ, ΑΓΒ ηξηῶλ ηῶλ 

ὑπὸ ΓΒΓ, ΒΓΓ, ΓΓΒ κείδνλέο εἰζηλ. ἀιιὰ αἱ ηξεῖο αἱ ὑπὸ ΓΒΓ, ΒΓΓ, ΒΓΓ δπζὶλ ὀξζαῖο 

ἴζαη εἰζίλ: αἱ ἓμ ἄξα αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΑΓΓ, ΓΓΑ, ΑΓΒ δύν ὀξζῶλ κείδνλέο 

εἰζηλ. θαὶ ἐπεὶ ἑθάζηνπ ηῶλ ΑΒΓ, ΑΓΓ, ΑΓΒ ηξηγώλσλ αἱ ηξεῖο γσλίαη δπζὶλ ὀξζαῖο ἴζαη 

εἰζίλ, αἱ ἄξα ηῶλ ηξηῶλ ηξηγώλσλ ἐλλέα γσλίαη αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΓΒ, ΒΑΓ, ΑΓΓ, ΓΓΑ, 

ΓΑΓ, ΑΓΒ, ΓΒΑ, ΒΑΓ ἓμ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ, ὧλ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΑΓΓ, ΓΓΑ, ΑΓΒ, 

ΓΒΑ ἓμ γσλίαη δύν ὀξζῶλ εἰζη κείδνλεο: ινηπαὶ ἄξα αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΓ, ΓΑΒ ηξεῖο [ 

γσλίαη ] πεξηέρνπζαη ηὴλ ζηεξεὰλ γσλίαλ ηεζζάξσλ ὀξζῶλ ἐιάζζνλέο εἰζηλ.  

                                                 
1 ΧΙ.20 Ако је рогаљ обухваћен са три равна угла, збир ма која два од њих је већи од трећег. 
2 Ι.32 У сваком троуглу спољашњи угао образован продужењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама правим 

угловима. 
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Ἅπαζα ἄξα ζηεξεὰ γσλία ὑπὸ ἐιαζζόλσλ [ ἢ ] ηεζζάξσλ ὀξζῶλ γσληῶλ ἐπηπέδσλ 

πεξηέρεηαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 22 

 

Ако постоје три равна угла, од којих је збир два произвољно узета, већи од 

преосталог, а образују их једнаке дужи онда је могуће конструисати троугао 

од дужи које спајају крајеве једнаких дужи. 
 

Нека постоје три равна угла АΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ, код којих је збир два већи од 

преосталог, наиме: АΒΓ и ΓΔΕ већи је од ΖΘК, а збир ΓΔΕ и ΖΘΚ од АΒΓ и збир 

ΖΘΚ и АΒΓ од ΓΔΕ. И нека су дужи АΒ, ΒΓ, ΓЕ, ЕΕ, ΖΘ, ΘК једнаке. Па спојимо 

АΓ, ΓΕ, ΖК.  

 

 
 

 

Тврдим, да је могуће од дужи, које су једнаке: АΓ, ΓΕ, ΖК саставити троугао, тј. да 

је збир од две, произвољно узете, дужи од АΓ, ΓΕ, ΖК већи од преостале. 

 

Ако су углови АΒΓ, ΓЕΕ, ΖΘΚ једнаки међу собом, јасно је, да су тада и дужи АΓ, 

ΓΕ, ΖК једнаке међу собом, а од једаких дужи АΓ, ΓΕ, ΖК могуће је саставити 

троугао. Ако то није тако, нека углови нису једнаки. Конструишимо на дужи ΘК, 

код тачке Θ, угао КΘΛ једнак углу АΒΓ, одмеримо дуж ΘΛ једнаку једној од дужи 

АΒ, ΒΓ, ΓЕ, ЕΕ, ΖΘ, ΘК и спојимо КΛ, ΖΛ.  

 

 
 

ὰλ ὦζη ηξεῖο γσλίαη ἐπίπεδνη, ὧλ αἱ δύν ηῆο ινηπῆο κείδνλέο εἰζη πάληῃ 

κεηαιακβαλόκελαη, πεξηέρσζη δὲ αὐηὰο ἴζαη εὐζεῖαη, δπλαηόλ ἐζηηλ ἐθ ηῶλ 

ἐπηδεπγλπνπζῶλ ηὰο ἴζαο εὐζείαο ηξίγσλνλ ζπζηήζαζζαη.  

 

Ἔζησζαλ ηξεῖο γσλίαη ἐπίπεδνη αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ, ὧλ αἱ δύν ηῆο ινηπῆο κείδνλέο 

εἰζη πάληῃ κεηαιακβαλόκελαη, αἱ κὲλ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ ηῆο ὑπὸ ΖΘΚ, αἱ δὲ ὑπὸ ΓΔΕ, 

ΖΘΚ ηῆο ὑπὸ ΑΒΓ, θαὶ ἔηη αἱ ὑπὸ ΖΘΚ, ΑΒΓ ηῆο ὑπὸ ΓΔΕ, θαὶ ἔζησζαλ ἴζαη αἱ ΑΒ, 

ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΖΘ, ΘΚ εὐζεῖαη, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη δπλαηόλ ἐζηηλ ἐθ ηῶλ ἴζσλ ηαῖο ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ ηξίγσλνλ ζπζηήζαζζαη, 

ηνπηέζηηλ ὅηη ηῶλ ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ δύν ὁπνηαηνῦλ ηῆο ινηπῆο κείδνλέο εἰζηλ.  

 

Δἰ κὲλ νὖλ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ γσλίαη ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ, θαλεξόλ, ὅηη θαὶ ηῶλ 

ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ ἴζσλ γηλνκέλσλ δπλαηόλ ἐζηηλ ἐθ ηῶλ ἴζσλ ηαῖο ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ ηξίγσλνλ 

ζπζηήζαζζαη. εἰ δὲ νὔ, ἔζησζαλ ἄληζνη, θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῇ ΘΚ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο 

αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Θ ηῇ ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΚΘΛ: θαὶ θείζζσ κηᾷ ηῶλ ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΔ, ΔΕ, ΖΘ, ΘΚ ἴζε ἡ ΘΛ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΚΛ, ΖΛ. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΑΒ, ΒΓ δπζὶ 
ηαῖο ΚΘ, ΘΛ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Β γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΚΘΛ ἴζε, βάζηο ἄξα ἡ ΑΓ 

βάζεη ηῇ ΚΛ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΖΘΚ ηῆο ὑπὸ ΓΔΕ κείδνλέο εἰζηλ, ἴζε δὲ ἡ ὑπὸ 

ΑΒΓ ηῇ ὑπὸ ΚΘΛ, ἡ ἄξα ὑπὸ ΖΘΛ ηῆο ὑπὸ ΓΔΕ κείδσλ ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΖΘ, ΘΛ 

δύν ηαῖο ΓΔ, ΔΕ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΖΘΛ γσλίαο ηῆο ὑπὸ ΓΔΕ κείδσλ, βάζηο 

ἄξα ἡ ΖΛ βάζεσο ηῆο ΓΕ κείδσλ ἐζηίλ. ἀιιὰ αἱ ΖΚ, ΚΛ ηῆο ΖΛ κείδνλέο εἰζηλ. πνιιῷ 

ἄξα αἱ ΖΚ, ΚΛ ηῆο ΓΕ κείδνλέο εἰζηλ. ἴζε δὲ ἡ ΚΛ ηῇ ΑΓ: αἱ ΑΓ, ΖΚ ἄξα ηῆο ινηπῆο 

ηῆο ΓΕ κείδνλέο εἰζηλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ αἱ κὲλ ΑΓ, ΓΕ ηῆο ΖΚ κείδνλέο εἰζηλ, 

θαὶ ἔηη αἱ ΓΕ, ΖΚ ηῆο ΑΓ κείδνλέο εἰζηλ.  

 

δπλαηὸλ ἄξα ἐζηὶλ ἐθ ηῶλ ἴζσλ ηαῖο ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ ηξίγσλνλ ζπζηήζαζζαη: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

Пошто су две дужи АΒ и ΒΓ једнаке двема дужима КΘ, ΘΛ и угао код тачке Β 

једнак углу КΘΛ, биће и основица АΓ једнака основици КΛ [I.4]1. И пошто је збир 

углова АΒΓ и ΖΘΚ већи од угла ΓΔΕ, а угао АΒΓ једнак је углу КΘΛ, биће угао 

ΖΘΛ већи од угла ΓΔΕ. А пошто су две дужи ΖΘ и ΘΛ једнаке двема дужима ΓЕ, 

ЕΕ и угао ΖΘΛ већи од угла ΓΔΕ, биће и основица ΖΛ већа од основице ΓΕ [I.24]2. 

Али збир од ΖК и КΛ је већи од ΖΛ [I.20]3, па према томе и збир ΖК и КΛ је већи 

од ΓΕ. Но КΛ је једнако дужи АΓ. На овај начин је збир од АΓ и ΖК већи од 

преостале ΓΕ. Слично се доказује, да је и збир од АΓ и ΓΕ већи од ΖК, па и збир 

од ΓΕ и ΖК већи од АΓ. 

 

На овај начин је могуће од три дужи, једнаке са АΓ, ΓΕ, ΖК, конструисати 

троугао. А то је требало доказати. 

 

 

                                                 
1 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 I.24 Ако су код два троугла две стране једног једнаке двема странама другог, и то одговарајућим, и угао првог, који образују стране једнаке странама другог, већи од таквог угла другог 

троугла, онда је основица првог већа од основице другог. 
3 I. 20 У сваком троуглу збир двеју страна, произвољно изабраних, већи је од треће стране. 
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XI. 23 

 

Од три равна угла, од којих је збир два, произвољно узета, већи од 

преосталог, конструисати рогаљ. При томе треба да збир та три равна угла 

буде мањи од четири права угла. 

 

Нека су АΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ три дата равна угла од којих је збир два, произвољно 

узета, већи од преосталог, а збир тих углова мањи од четири права угла.  

 

 
 

Треба од углова АΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ конструисати рогаљ. 

 

Одмеримо једнаке дужи АΒ, ΒΓ, ΓЕ, ЕΕ, ΖΘ, ΘК и спојимо АΓ, ΓΕ, ΖК. Тада се 

може од дужи једнаких АΓ, ΓΕ и ΖК конструисати троугао [ΥΗ.22]1. 

Конструишимо троугао ΛМΝ тако да АΓ буде једнако ΛМ, ΓΕ-МΝ и ΖК-ΝΛ и 

опишимо око троугла ΛМΝ круг ΛМΝ; нека његов центар буде Ξ и спојимо ΛΞ, 

МΞ, ΝΞ. Тврдим, да је АΒ већи од ΛΞ. Заиста, ако то није тако, биће АΒ или 

једнако ΛΞ или мање од ΛΞ. Нека је, прво, једнако. Тада ће, пошто је АΒ једнако 

ΛΞ, АΒ једнако ΒΓ, а ΞΛ једнако ΞМ, бити две дужи АΒ и ΒΓ једнаке двема 

дужима ΛΞ и ΞМ, свака свакој. И основица АΓ је, по претпоставци, једнака 

основици ΛМ. Према томе је угао АΒΓ једнак углу ΛΞМ [I.8]2. Из истих разлога је 

и угао ΓΔΕ једнак углу МΞΝ, а и угао ΖΘК једнак углу ΝΞΛ. На овај начин су три 

угла АΒΓ, ΓΔΕ и ΖΘК једнака са три угла ΛΞМ, МΞΝ и ΝΞΛ. Али збир три угла 

ΛΞМ, МΞΝ и ΝΞΛ је једнак са четири права угла, значи и збир три угла АΒΓ, 

ΓΔΕ, ΖΘК једнак је са четири права угла. С друге стране претпостављено је да је 

тај збир мањи од четири права угла. А то је бесмислено. 

Дакле АΒ није једнако ΛΞ.  

Тврдим да АΒ неће бити ни мање од ΛΞ. Ако је то могуће, нека буде.  

Одмеримо ΞО једнако АΒ, ΞΠ једнако ΒΓ и повуцимо ΟΠ.  

Ἐθ ηξηῶλ γσληῶλ ἐπηπέδσλ, ὧλ αἱ δύν ηῆο ινηπῆο κείδνλέο εἰζη πάληῃ 

κεηαιακβαλόκελαη, ζηεξεὰλ γσλίαλ ζπζηήζαζζαη: δεῖ δὴ ηὰο ηξεῖο ηεζζάξσλ 

ὀξζῶλ ἐιάζζνλαο εἶλαη.  

 

Ἔζησζαλ αἱ δνζεῖζαη ηξεῖο γσλίαη ἐπίπεδνη αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ, ὧλ αἱ δύν ηῆο 

ινηπῆο κείδνλεο ἔζησζαλ πάληῃ κεηαιακβαλόκελαη, ἔηη δὲ αἱ ηξεῖο ηεζζάξσλ ὀξζῶλ 

ἐιάζζνλεο: 

 

 
 

δεῖ δὴ ἐθ ηῶλ ἴζσλ ηαῖο ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ ζηεξεὰλ γσλίαλ ζπζηήζαζζαη.  

 

Ἀπεηιήθζσζαλ ἴζαη αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΖΘ, ΘΚ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ: 

δπλαηὸλ ἄξα ἐζηὶλ ἐθ ηῶλ ἴζσλ ηαῖο ΑΓ, ΓΕ, ΖΚ ηξίγσλνλ ζπζηήζαζζαη. ζπλεζηάησ ηὸ 

ΛΜΝ, ὥζηε ἴζελ εἶλαη ηὴλ κὲλ ΑΓ ηῇ ΛΜ, ηὴλ δὲ ΓΕ ηῇ ΜΝ, θαὶ ἔηη ηὴλ ΖΚ ηῇ ΝΛ, 

θαὶ πεξηγεγξάθζσ πεξὶ ηὸ ΛΜΝ ηξίγσλνλ θύθινο ὁ ΛΜΝ θαὶ εἰιήθζσ αὐηνῦ ηὸ 

θέληξνλ θαὶ ἔζησ ηὸ Ξ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΛΞ, ΜΞ, ΝΞ: ιέγσ, ὅηη ἡ ΑΒ κείδσλ ἐζηὶ 
ηῆο ΛΞ. εἰ γὰξ κή, ἤηνη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΛΞ ἢ ἐιάηησλ. ἔζησ πξόηεξνλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ 

ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΛΞ, ἀιιὰ ἡ κὲλ ΑΒ ηῇ ΒΓ ἐζηηλ ἴζε, ἡ δὲ ΞΛ ηῇ ΞΜ, δύν δὴ αἱ ΑΒ, 

ΒΓ δύν ηαῖο ΛΞ, ΞΜ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ: θαὶ βάζηο ἡ ΑΓ βάζεη ηῇ ΛΜ 

ὑπόθεηηαη ἴζε: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΛΞΜ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ 
ἡ κὲλ ὑπὸ ΓΔΕ ηῇ ὑπὸ ΜΞΝ ἐζηηλ ἴζε, θαὶ ἔηη ἡ ὑπὸ ΖΘΚ ηῇ ὑπὸ ΝΞΛ: αἱ ἄξα ηξεῖο αἱ 

ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ γσλίαη ηξηζὶ ηαῖο ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ εἰζηλ ἴζαη. ἀιιὰ αἱ ηξεῖο 

αἱ ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ ηέηηαξζηλ ὀξζαῖο εἰζηλ ἴζαη: θαὶ αἱ ηξεῖο ἄξα αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, 

ΓΔΕ, ΖΘΚ ηέηηαξζηλ ὀξζαῖο ἴζαη εἰζίλ. ὑπόθεηληαη δὲ θαὶ ηεζζάξσλ ὀξζῶλ ἐιάζζνλεο: 

                                                 
1 ΧΙ.22 Ако постоје три равна угла, од којих је збир два произвољно узета, већи од преосталог, а образују их једнаке дужи онда је могуће конструисати троугао од дужи које спајају крајеве 

једнаких дужи. 
2 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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Пошто је АΒ једнако ΒΓ, биће и ΞΟ једнако ΞΠ. И остатак ΛО једнак је ΠМ. 

Према томе је ΛМ паралелна са ОΠ [VI.2]
1
  и троугао ΛМΞ је истих углова са 

троуглом ОΠΞ [I.29]2. Значи ΞΛ се односи према ΛМ као ΞО према ОΠ [VI.4]3, а 

после пермутовања ΛΞ је према ΞО као ΛМ према ОΠ [V.16]
4
. Но ΛΞ је веће од 

ΞО, па према томе је и ΛМ веће од ОΠ. Али ΛМ је одмерено једнако АΓ, па је због 

тога и АΓ веће од ОΠ. Пошто су сада две дужи АΒ и ΒΓ једнаке двема дужима ΘΞ 

и ΞΠ, а основица АΓ је већа од основице ОΠ, биће угао АΒΓ већи од угла ОΞΠ 

[Η.25]5. Слично се доказује да је и угао ΓΔΕ већи од угла МΞΝ, као и угао ΖΘК од 

угла ΝΞΛ. На тај начин је збир од три угла АΒΓ, ΓЕΕ и ΖΘК већи од збира три 

угла ΛΞМ, МΞΝ, ΝΞΛ. Међутим је, по претпоставци, збир углова АΒΓ, ΓΔΕ, 

ΖΘΚ, мањи од четири права угла. Стога је збир углова ΛΞМ, МΞΝ, ΝΞΛ, утолико 

пре, мањи од четири права угла. Но он је и једнак. А то је бесмислено. Према томе 

АΒ није мање од ΛΞ. А доказано је да није ни једнако. На тај начин је АΒ веће од 

ΛΞ. Поставимо у тачки Ξ нормалу ΞΠ на раван круга ΛΜΝ и нека квадрат на ΞΡ 

буде једнак разлици квадрата на АΒ и на ΛΞ. Па спојимо ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ. Пошто је ΡΞ 

нормала на равни круга ΛΜΝ, биће свака од ΛΞ, МΞ, ΝΞ управна на ΡΞ. И пошто 

ὅπεξ ἄηνπνλ.  

νὐθ ἄξα ἡ ΑΒ ηῇ ΛΞ ἴζε ἐζηίλ. ιέγσ δή, ὅηη νὐδὲ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῆο ΛΞ. εἰ γὰξ 

δπλαηόλ, ἔζησ: θαὶ θείζζσ ηῇ κὲλ ΑΒ ἴζε ἡ ΞΟ, ηῇ δὲ ΒΓ ἴζε ἡ ΞΠ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ 

ΟΠ.  

 

 
 

θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΒΓ, ἴζε ἐζηὶ θαὶ ἡ ΞΟ ηῇ ΞΠ: ὥζηε θαὶ ινηπὴ ἡ ΛΟ ηῇ ΠΜ 

ἐζηηλ ἴζε. παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΛΜ ηῇ ΟΠ, θαὶ ἰζνγώληνλ ηὸ ΛΜΞ ηῷ ΟΠΞ: ἔζηηλ 

ἄξα ὡο ἡ ΞΛ πξὸο ΛΜ, νὕησο ἡ ΞΟ πξὸο ΟΠ: ἐλαιιὰμ ὡο ἡ ΛΞ πξὸο ΞΟ, νὕησο ἡ 

ΛΜ πξὸο ΟΠ. κείδσλ δὲ ἡ ΛΞ ηῆο ΞΟ: κείδσλ ἄξα θαὶ ἡ ΛΜ ηῆο ΟΠ. ἀιιὰ ἡ ΛΜ 

θεῖηαη ηῇ ΑΓ ἴζε: θαὶ ἡ ΑΓ ἄξα ηῆο ΟΠ κείδσλ ἐζηίλ. ἐπεὶ νὖλ δύν αἱ ΑΒ, ΒΓ δπζὶ ηαῖο 

ΟΞ, ΞΠ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ βάζηο ἡ ΑΓ βάζεσο ηῆο ΟΠ κείδσλ ἐζηίλ, γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ 

γσλίαο ηῆο ὑπὸ ΟΞΠ κείδσλ ἐζηίλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ ἡ κὲλ ὑπὸ ΓΔΕ ηῆο ὑπὸ 

ΜΞΝ κείδσλ ἐζηίλ, ἡ δὲ ὑπὸ ΖΘΚ ηῆο ὑπὸ ΝΞΛ. αἱ ἄξα ηξεῖο γσλίαη αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, 

ΖΘΚ ηξηῶλ ηῶλ ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ κείδνλέο εἰζηλ. ἀιιὰ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ 

ηεζζάξσλ ὀξζῶλ ἐιάζζνλεο ὑπόθεηληαη: πνιιῷ ἄξα αἱ ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ 

                                                 
1 VI. 2 Ако је у троуглу повучена нека права паралелна једној од страна, та права сече остале стране пропорционално; и ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што спаја 

пресечне тачке паралелна је преосталој страници троугла. 
2 I.29 Ако права сече две паралелне праве, она гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла са исте стране 

једнака двама правим угловима. 
3 VI.4 Код троуглова са једнаким угловима су стране које образују једнаке углове пропорционалне, и одговарају једна другој оне стране што леже наспрам једнаких углова. 
4 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
5 Ι.25 Ако су код два троугла две стране једног једнаке двема странама другог, и то одговарајућим, а основица првог је већа од основице другог, онда је и угао првог, који образују стране 

једнаке странама другог, већи од таквог угла другог троугла. 
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је ΛΞ једнако ΞМ, а ΞΡ заједничка страна спрам правог угла, биће основица ΡΛ 

једнака основици ΡΜ [I.4]1. Из истих разлога је и ΡΝ једнако свакој од ΡΛ и ΡΜ. 

Према томе су три дужи ΡΛ, ΡМ, ΡΝ једнаке међу собом. И пошто је, по 

претпоставци, квадрат на ΡΞ једнак разлици квадрата на АΒ и ΛΞ, биће квадрат на 

АΒ збир квадрата на ΛΞ и ΞΡ. Али збир квадрата на ΛΞ и ΞΡ је једнак квадрату на 

ΛΡ, пошто је угао АΞΡ прав [I.47]2. Значи квадрат на АΒ једнак је квадрату на ΡΛ, 

а према томе је АΒ једнако ΡΛ. Но дуж АΒ једнака је свакој од дужи ΒΓ, ΓЕ, ЕΕ, 

ΖΘ, ΘК, а ΡΛ једнака свакој од ΡМ и ΡΝ. Према томе је свака од дужи АΒ, ΒΓ, ΓЕ, 

ЕΕ, ΖΘ и ΘК једнака свакој од ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ. И пошто су две дужи ΛΡ и ΡМ једнаке 

двема дужима АΒ и ΒΓ, а основица ΛМ једнака основици АΓ по претпоставци, 

биће угао ΛΡМ једнак углу АΒΓ [I.8]. Из истих разлога је и угао МΡΝ једнак углу 

ΓΔΕ, а угао ΛΡΝ углу ΖΘК. 

 

На овај начин, од три равна угла ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ, који су једнаки датим угловима 

АΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ, конструисан је код тачке Ρ рогаљ, чији су равни углови ΛΡМ, 

МΡΝ, ΛΡΝ. А то је требало извести. 

 

Лема 

 

Како узети квадрат на ΞΡ да он буде једнак површини за коју је квадрат на 

АΒ већи од квадрата на ΛΞ, показаћемо овако. 

 

Одмеримо дужи АΒ и ΛΞ и нека је АΒ већа од ΛΞ, па конструишимо на њој 

полукруг АΒΓ и у полукругу АΒΓ дуж АΓ, једнаку ΛΞ, која није већа од пречника 

АΒ [VI.1]3.  

 

 

ηεζζάξσλ ὀξζῶλ ἐιάζζνλέο εἰζηλ. ἀιιὰ θαὶ ἴζαη: ὅπεξ ἐζηὶλ ἄηνπνλ. νὐθ ἄξα ἡ ΑΒ 

ἐιάζζσλ ἐζηὶ ηῆο ΛΞ. ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ ἴζε: κείδσλ ἄξα ἡ ΑΒ ηῆο ΛΞ. ἀλεζηάησ δὴ 

ἀπὸ ηνῦ Ξ ζεκείνπ ηῷ ηνῦ ΛΜΝ θύθινπ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΞΡ, θαὶ ᾧ κεῖδόλ ἐζηη 

ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηεηξάγσλνλ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΛΞ, ἐθείλῳ ἴζνλ ἔζησ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΞΡ, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΡΞ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΛΜΝ θύθινπ 

ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο ἑθάζηελ ἄξα ηῶλ ΛΞ, ΜΞ, ΝΞ ὀξζή ἐζηηλ ἡ ΡΞ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ 

ΛΞ ηῇ ΞΜ, θνηλὴ δὲ θαὶ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΞΡ, βάζηο ἄξα ἡ ΡΛ βάζεη ηῇ ΡΜ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ 

ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΡΝ ἑθαηέξᾳ ηῶλ ΡΛ, ΡΜ ἐζηηλ ἴζε: αἱ ηξεῖο ἄξα αἱ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ ἴζαη 

ἀιιήιαηο εἰζίλ. θαὶ ἐπεὶ ᾧ κεῖδόλ ἐζηη ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΛΞ, ἐθείλῳ ἴζνλ 

ὑπόθεηηαη ηὸ ἀπὸ ηῆο ΞΡ, ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΑΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΛΞ, ΞΡ. ηνῖο δὲ 

ἀπὸ ηῶλ ΛΞ, ΞΡ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΛΡ: ὀξζὴ γὰξ ἡ ὑπὸ ΛΞΡ: ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΑΒ 

ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΡΛ: ἴζε ἄξα ἡ ΑΒ ηῇ ΡΛ. ἀιιὰ ηῇ κὲλ ΑΒ ἴζε ἐζηὶλ ἑθάζηε ηῶλ 

ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΖΘ, ΘΚ, ηῇ δὲ ΡΛ ἴζε ἑθαηέξα ηῶλ ΡΜ, ΡΝ: ἑθάζηε ἄξα ηῶλ ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΔ, ΔΕ, ΖΘ, ΘΚ ἑθάζηῃ ηῶλ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ ἴζε ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΛΡ, ΡΜ δπζὶ ηαῖο 

ΑΒ, ΒΓ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ βάζηο ἡ ΛΜ βάζεη ηῇ ΑΓ ὑπόθεηηαη ἴζε, γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΛΡΜ 

γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΑΒΓ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ κὲλ ὑπὸ ΜΡΝ ηῇ ὑπὸ ΓΔΕ ἐζηηλ 

ἴζε, ἡ δὲ ὑπὸ ΛΡΝ ηῇ ὑπὸ ΖΘΚ. 

 

 θ ηξηῶλ ἄξα γσληῶλ ἐπηπέδσλ ηῶλ ὑπὸ ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ, αἵ εἰζηλ ἴζαη ηξηζὶ ηαῖο 

δνζείζαηο ηαῖο ὑπὸ ΑΒΓ, ΓΔΕ, ΖΘΚ, ζηεξεὰ γσλία ζπλέζηαηαη ἡ πξὸο ηῷ Ρ 

πεξηερνκέλε ὑπὸ ηῶλ ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ γσληῶλ: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη.  

 

Λῆκκα 

 

Ὃλ δὲ ηξόπνλ, ᾧ κεῖδόλ ἐζηη ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΛΞ, ἐθείλῳ ἴζνλ ιαβεῖλ 

ἔζηη ηὸ ἀπὸ ηῆο ΞΡ, δείμνκελ νὕησο.  

 

ἐθθείζζσζαλ αἱ ΑΒ, ΛΞ εὐζεῖαη, θαὶ ἔζησ κείδσλ ἡ ΑΒ, θαὶ γεγξάθζσ ἐπ' αὐηῆο 

ἡκηθύθιηνλ ηὸ ΑΒΓ, θαὶ εἰο ηὸ ΑΒΓ ἡκηθύθιηνλ ἐλεξκόζζσ ηῇ ΛΞ εὐζείᾳ κὴ κείδνλη 

νὔζῃ ηῆο ΑΒ δηακέηξνπ ἴζε ἡ ΑΓ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΓΒ.  

 

                                                 
1 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 
један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
3 VI.1 Троугли и паралелограми исте висине се односе један према другом као основице. 
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Пошто је сад у полукругу АΓΒ угао АΓΒ спрам пречника, биће угао АΓΒ прав 

[III.31]1. Према томе је квадрат на АΒ једнак збиру квадрата на АΓ и на ΓΒ [I.47]. 

А то значи квадрат на АΒ је већи од квадрата на АΓ за квадрат на ΓΒ. Но АΓ је 

једнако Ξ. На овај начин је квадрат на АΒ већи од квадрата на ΛΞ за квадрат ΓΒ.  

 

Ако сад одмеримо ΞΡ једнако ΒΓ, биће квадрат на АΒ већи од квадрата на ΛΞ за 

квадрат на ΞΡ. А то је требало извести. 

 
 

ἐπεὶ νὖλ ἐλ ἡκηθπθιίῳ ηῷ ΑΓΒ γσλία ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ, ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ. ηὸ 

ἄξα ἀπὸ ηῆο ΑΒ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΑΓ, ΓΒ. ὥζηε ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΑΓ 

κεῖδόλ ἐζηη ηῷ ἀπὸ ηῆο ΓΒ. ἴζε δὲ ἡ ΑΓ ηῇ ΛΞ. ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΛΞ 

κεῖδόλ ἐζηη ηῷ ἀπὸ ηῆο ΓΒ.  

 

ἐὰλ νὖλ ηῇ ΒΓ ἴζελ ηὴλ ΞΡ ἀπνιάβσκελ, ἔζηαη ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΛΞ κεῖδνλ 

ηῷ ἀπὸ ηῆο ΞΡ: ὅπεξ πξνέθεηην πνηῆζαη. 

                                                 
1 III.31 У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка већег од полукруга је 

већи од правог, а угао отсечка мањег од полукруга мањи од правог. 
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XI. 24 

 

Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су једнаки 

паралелограми. 
 

Заиста, нека је тело ΓΓΘΖ обухваћено паралелним равнима АΓ, ΖΕ, ΓΕ, ΒΕ, АЕ.  

 

 
 

Тврдим да су наспрамне равни једнаки паралелограми. 

 

Заиста, пошто су две паралелне равни ΒΖ и ΓЕ пресечене са равни АΓ, њихови 

заједнички пресеци паралелни су [ΥΗ.16]1. Према томе је АΒ паралелно са ΓΓ. 

Даље, пошто су две паралелне равни ΒΕ и АЕ пресечене са равни АΓ, њихови 

заједнички пресеци су паралелни [ΥΗ.16]. Према томе је ΒΓ, паралелно са АΓ. А 

доказано је да је и АΒ паралелно са ΓΓ. Према томе је АΓ паралелограм. На 

сличан начин се доказује да је и сваки од ΓΕ, ΕΖ, ΖΒ, ΒΕ, АЕ паралелограм. 

Спојимо АΘ, ΓΕ. Пошто је АΒ паралелно са ΓΓ, а ΒΘ са ΓΕ, имамо две дужи АΒ, 

ΒΘ које се секу, паралелне са двема дужима ΓΓ и ΓΕ, које се секу, но не у истој 

равни. Оне чине једнаке углове [ΥΗ.10]2. Према томе је угао АΒΘ једнак углу ΓΓΕ. 

И пошто су две дужи, АΒ и ΒΘ једнаке двема дужима ΓΓ и ΓΕ [I.34]3, и угао АΒΘ 

једнак углу ΓΓΕ, биће и основица АΘ једнака основици ΓΕ, и троугао АΒΘ једнак 

троуглу ΓΓΕ [I.4]4. И удвостручени троугао АΒΘ је паралелограм ΒΖ, а 

удвостручени троугао ΓΓΕ је паралелограм ΓЕ [I.34]. Према томе је паралелограм 

ΒΖ једнак паралелограму ΓЕ. На сличан начин се доказује да је паралелограм АΓ 

једнак паралелограму ΖΕ, а и АЕ паралелограму ΒΕ. 

 

Ἐὰλ ζηεξεὸλ ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ πεξηέρεηαη, ηὰ ἀπελαληίνλ αὐηνῦ 

ἐπίπεδα ἴζα ηε θαὶ παξαιιειόγξακκά ἐζηηλ.  

 

ηεξεὸλ γὰξ ηὸ ΓΓΘΖ ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ πεξηερέζζσ ηῶλ ΑΓ, ΖΕ, ΑΘ, ΓΕ, 

ΒΕ, ΑΔ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηὰ ἀπελαληίνλ αὐηνῦ ἐπίπεδα ἴζα ηε θαὶ παξαιιειόγξακκά ἐζηηλ. πεὶ γὰξ 

δύν ἐπίπεδα παξάιιεια ηὰ ΒΖ, ΓΔ ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηνῦ ΑΓ ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ 

ηνκαὶ παξάιιεινί εἰζηλ. παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ. πάιηλ, ἐπεὶ δύν ἐπίπεδα 

παξάιιεια ηὰ ΒΕ, ΑΔ ὑπὸ ἐπηπέδνπ ηνῦ ΑΓ ηέκλεηαη, αἱ θνηλαὶ αὐηῶλ ηνκαὶ 

παξάιιεινί εἰζηλ. παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΒΓ ηῇ ΑΓ. ἐδείρζε δὲ θαὶ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΓ 

παξάιιεινο: παξαιιειόγξακκνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΓ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ ἕθαζηνλ 

ηῶλ ΓΕ, ΕΖ, ΖΒ, ΒΕ, ΑΔ παξαιιειόγξακκόλ ἐζηηλ. πεδεύρζσζαλ αἱ ΑΘ, ΓΕ. θαὶ 

ἐπεὶ παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ κὲλ ΑΒ ηῇ ΓΓ, ἡ δὲ ΒΘ ηῇ ΓΕ, δύν δὴ αἱ ΑΒ, ΒΘ ἁπηόκελαη 

ἀιιήισλ παξὰ δύν εὐζείαο ηὰο ΓΓ, ΓΕ ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ εἰζὶλ νὐθ ἐλ ηῷ αὐηῷ 

ἐπηπέδῳ: ἴζαο ἄξα γσλίαο πεξηέμνπζηλ: ἴζε ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γσλία ηῇ ὑπὸ ΓΓΕ. θαὶ ἐπεὶ 
δύν αἱ ΑΒ, ΒΘ δπζὶ ηαῖο ΓΓ, ΓΕ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΓΓΕ 

ἐζηηλ ἴζε, βάζηο ἄξα ἡ ΑΘ βάζεη ηῇ ΓΕ ἐζηηλ ἴζε, θαὶ ηὸ ΑΒΘ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΓΕ 

ηξηγώλῳ ἴζνλ ἐζηίλ. θαί ἐζηη ηνῦ κὲλ ΑΒΘ δηπιάζηνλ ηὸ ΒΖ παξαιιειόγξακκνλ, ηνῦ 

δὲ ΓΓΕ δηπιάζηνλ ηὸ ΓΔ παξαιιειόγξακκνλ: ἴζνλ ἄξα ηὸ ΒΖ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ 

                                                 
1 ΧΙ.16 Ако се две паралелне равни пресеку неком равни, њихови заједнички пресеци паралелни су. 
2 ΧΙ.10 Ако су две праве, које се секу, паралелне са двема правима, које се секу, но не налазе се са овима у истој равни, оне образују једнаке углове. 
3 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
4 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
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На овај начин, ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су 

једнаки паралелограми. А то је требало доказати. 
ΓΔ παξαιιεινγξάκκῳ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ ηὸ κὲλ ΑΓ ηῷ ΖΕ ἐζηηλ ἴζνλ, ηὸ δὲ 

ΑΔ ηῷ ΒΕ.  

 

ὰλ ἄξα ζηεξεὸλ ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ πεξηέρεηαη, ηὰ ἀπελαληίνλ αὐηνῦ ἐπίπεδα 

ἴζα ηε θαὶ παξαιιειόγξακκά ἐζηηλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 25 

 

Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном његовим супротним 

паралелним равнима, односиће се основа према основи као тело према телу. 
 

Заиста, нека је паралелепипед АΒΓΓ пресечен са равни ΕΖ, паралелном супротним 

равнима ΡА и ΓΘ.  

 

 
 

Тврдим да је основа АЕΕΦ према основи АΘΓΕ као тело АΒΕΤ према телу ЕΥΓΓ. 

 

Заиста, продужимо АΘ на обе стране и одмеримо, колико желимо, дужи АК, КΛ 

једнаке АЕ, дужи ΘМ, МΝ једнаке ЕΘ и допунимо паралелограме ΛО, КΦ, ΘΖ, 

М и тела ΛΠ, КΡ, ΓМ и МТ. Пошто су дужи ΛК, КА, АЕ једнаке међу собом, 

биће једнаки међу собом и паралелограми КΞ, КΒ, АΖ, а исто тако и 

паралелограми ΛΦ, ΚΠ, АΡ једнаки међу собом, јер су наспрамни [ΥΗ.24]1. Из 

истих разлога су паралелограми ЕΓ, ΘΖ, М једнаки међу собом, и паралелограми 

ΘΖ, ΘΗ и ΗΝ једнаки међу собом, а такође и ΓΘ, М, ΝТ; значи три равни ΛΠ, КΡ и 

АΤ тела једнаке су трима равнима. Али ове три једнаке су трима наспрамним. 

Према томе су и три тела ΛΠ, КΡ и АΤ једнака међу собом. Из истих разлога су и 

три тела ЕΓ, ΓМ и МТ једнака међу собом. Према томе колики је основа ΛΕ 

мултиплум основе АΕ, толики је и тело ΛΤ мултиплум тела АΤ. Из истих разлога 

колики је основа ΝΕ мултиплум основе ΕΘ, толики је мултиплум и тело ΝΤ тела 

ΘΤ. Те ако је основа ΛΕ једнака основи ΝΕ, биће и тело ΛΤ једнако телу ΝΤ; ако 

је основа ΛΕ већа од основе ΝΕ, биће и тело ΛΤ веће од тела ΝΤ, а ако је мања, 

биће мање. Дакле, од четири уочене величине, две основе АΕ и ΕΘ, и два тела АΤ 

и ΤΘ, узети су једнаки мултиплуми основе АΕ и тела АΤ, и то основа ΛΕ и тело 

ΛΤ, а од основе ΘΕ и од тела ΘΤ основа ΝΕ и тело ΝΤ, и доказано је да ће, ако је 

основа ΛΕ већа од основе ΕΝ, бити и тело ΛΤ веће од тела ΝΤ; ако је једнака, 

биће једнако, а ако је мања, биће мање. 

Ἐὰλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ἐπηπέδῳ ηκεζῇ παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ 

ἐπηπέδνηο, ἔζηαη ὡο ἡ βάζηο πξὸο ηὴλ βάζηλ, νὕησο ηὸ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ζηεξεόλ.  

 

ηεξεὸλ γὰξ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΑΒΓΓ ἐπηπέδῳ ηῷ ΕΖ ηεηκήζζσ παξαιιήιῳ ὄληη 

ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο ηνῖο ΡΑ, ΓΘ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΔΕΦ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΘΓΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΑΒΕΤ ζηεξεὸλ 

πξὸο ηὸ ΔΖΓΓ ζηεξεόλ.  

 

θβεβιήζζσ γὰξ ἡ ΑΘ ἐθ' ἑθάηεξα ηὰ κέξε, θαὶ θείζζσζαλ ηῇ κὲλ ΑΔ ἴζαη 

ὁζαηδεπνηνῦλ αἱ ΑΚ, ΚΛ, ηῇ δὲ ΔΘ ἴζαη ὁζαηδεπνηνῦλ αἱ ΘΜ, ΜΝ, θαὶ 
ζπκπεπιεξώζζσ ηὰ ΛΟ, ΚΦ, ΘΥ, Μ παξαιιειόγξακκα θαὶ ηὰ ΛΠ, ΚΡ, ΓΜ, ΜΣ 

ζηεξεά. θαὶ ἐπεὶ ἴζαη εἰζὶλ αἱ ΛΚ, ΚΑ, ΑΔ εὐζεῖαη ἀιιήιαηο, ἴζα ἐζηὶ θαὶ ηὰ κὲλ ΛΟ, 

ΚΦ, ΑΕ παξαιιειόγξακκα ἀιιήινηο, ηὰ δὲ ΚΞ, ΚΒ, ΑΖ ἀιιήινηο θαὶ ἔηη ηὰ ΛΦ, ΚΠ, 

ΑΡ ἀιιήινηο: ἀπελαληίνλ γάξ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὰ κὲλ ΔΓ, ΘΥ, Μ 

παξαιιειόγξακκα ἴζα εἰζὶλ ἀιιήινηο, ηὰ δὲ ΘΖ, ΘΗ, ΗΝ ἴζα εἰζὶλ ἀιιήινηο, θαὶ ἔηη ηὰ 

ΓΘ, ΜΧ, ΝΣ: ηξία ἄξα ἐπίπεδα ηῶλ ΛΠ, ΚΡ, ΑΤ ζηεξεῶλ ηξηζὶλ ἐπηπέδνηο ἐζηὶλ ἴζα. 

ἀιιὰ ηὰ ηξία ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐζηὶλ ἴζα: ηὰ ἄξα ηξία ζηεξεὰ ηὰ ΛΠ, ΚΡ, ΑΤ ἴζα 

ἀιιήινηο ἐζηίλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὰ ηξία ζηεξεὰ ηὰ ΔΓ, ΓΜ, ΜΣ ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: 

ὁζαπιαζίσλ ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΛΕ βάζηο ηῆο ΑΕ βάζεσο, ηνζαπηαπιάζηόλ ἐζηη θαὶ ηὸ ΛΤ 

ζηεξεὸλ ηνῦ ΑΤ ζηεξενῦ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ ὁζαπιαζίσλ ἐζηὶλ ἡ ΝΕ βάζηο ηῆο ΕΘ 

βάζεσο, ηνζαπηαπιάζηόλ ἐζηη θαὶ ηὸ ΝΤ ζηεξεὸλ ηνῦ ΘΤ ζηεξενῦ. θαὶ εἰ ἴζε ἐζηὶλ ἡ 

                                                 
1 ΧΙ.24 Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су једнаки паралелограми. 
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На овај начин је основа АΕ према основи ΕΘ као тело АΤ према телу ΤΘ 

[V.Деф.5]1. А то је требало доказати. 

ΛΕ βάζηο ηῇ ΝΕ βάζεη, ἴζνλ ἐζηὶ θαὶ ηὸ ΛΤ ζηεξεὸλ ηῷ ΝΤ ζηεξεῷ, θαὶ εἰ ὑπεξέρεη ἡ 

ΛΕ βάζηο ηῆο ΝΕ βάζεσο, ὑπεξέρεη θαὶ ηὸ ΛΤ ζηεξεὸλ ηνῦ ΝΤ ζηεξενῦ, θαὶ εἰ 
ἐιιείπεη, ἐιιείπεη. ηεζζάξσλ δὴ ὄλησλ κεγεζῶλ, δύν κὲλ βάζεσλ ηῶλ ΑΕ, ΕΘ, δύν δὲ 

ζηεξεῶλ ηῶλ ΑΤ, ΤΘ, εἴιεπηαη ἰζάθηο πνιιαπιάζηα ηῆο κὲλ ΑΕ βάζεσο θαὶ ηνῦ ΑΤ 

ζηεξενῦ ἥ ηε ΛΕ βάζηο θαὶ ηὸ ΛΤ ζηεξεόλ, ηῆο δὲ ΘΕ βάζεσο θαὶ ηνῦ ΘΤ ζηεξενῦ ἥ ηε 

ΝΕ βάζηο θαὶ ηὸ ΝΤ ζηεξεόλ, θαὶ δέδεηθηαη, ὅηη εἰ ὑπεξέρεη ἡ ΛΕ βάζηο ηῆο ΕΝ 

βάζεσο, ὑπεξέρεη θαὶ ηὸ ΛΤ ζηεξεὸλ ηνῦ ΝΤ [ ζηεξενῦ ], θαὶ εἰ ἴζε, ἴζνλ, θαὶ εἰ 

ἐιιείπεη, ἐιιείπεη.  

 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΕ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΑΤ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΤΘ 

ζηεξεόλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 V.Деф.5 Каже се да су две величине у истој размери, прва према другој као трећа према четвртој, ако су било који једноструки мултиплуми прве и треће у исто време или већи, или 

једнаки, или мањи од било којих мултиплума друге и четврте, сваки према сваком узети у одговарајућем поретку. 

 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

XI. 26 

 

На датој правој и у датој тачки на њој конструисати рогаљ једнак датом 

рогљу. 
 

Нека је дата права АΒ и на њој дата тачка, тачка А; и дат је рогаљ код тачке Γ 

обухваћен равним угловима ЕΓΓ, ЕΓΕ и ΕΓΓ.  

 

 
 

Треба на правој АΒ и у датој тачки А на њој конструисати рогаљ једнак рогљу код 

тачке Γ. 

 

Заиста, узмимо на ΓΕ произвољну тачку Ε и повуцимо кроз Ε нормалу ΕΖ на 

раван правих ЕΓ и ΓΓ; нека она просеца ту раван у тачки Ζ [ΥΗ.11]1, па повуцимо 

ΓΖ; и на правој АΒ у њеној тачки А конструишимо угао ΒАΛ једнак углу ЕΓΓ, 

угао ΒАК једнак углу ЕΓΖ [I.23]2; одмеримо АК једнако ΓΖ, поставимо кроз тачку 

К нормалу КΘ на равни ΒАΛ [ΥΗ.12]3, одмеримо КΘ једнако ΖΕ, и спојимо ΘА. 

Тврдим да је равним угловима ΒАΛ, ΒАΘ и ΘАΛ обухваћен рогаљ код тачке А 

једнак угловима ЕΓΓ, ЕΓΕ и ΕΓΓ обухваћеном рогљу код тачке Γ. 

Заиста, одмеримо једнаке дужи АΒ и ΓЕ и спојимо ΘΒ, КΒ, ΕЕ и ΖЕ. Пошто је ΕΖ 

нормала на основној равни, она чини прав угао са сваком правом која је сече и 

налази се у основној равни. Значи да је прав и сваки од углова ΕΖΓ и ΕΖЕ. Из 

истих разлога је прав и сваки од углова ΘКА и ΘКΒ. И пошто су две дужи КА и 

Πξὸο ηῇ δνζείζῃ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῇ δνζείζῃ ζηεξεᾷ γσλίᾳ ἴζελ 

ζηεξεὰλ γσλίαλ ζπζηήζαζζαη.  

 

Ἔζησ ἡ κὲλ δνζεῖζα εὐζεῖα ἡ ΑΒ, ηὸ δὲ πξὸο αὐηῇ δνζὲλ ζεκεῖνλ ηὸ Α, ἡ δὲ δνζεῖζα 

ζηεξεὰ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Γ πεξηερνκέλε ὑπὸ ηῶλ ὑπὸ ΔΓΓ, ΔΓΕ, ΕΓΓ γσληῶλ 

ἐπηπέδσλ:  

 

 
 

δεῖ δὴ πξὸο ηῇ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Α ηῇ πξὸο ηῷ Γ ζηεξεᾷ γσλίᾳ 

ἴζελ ζηεξεὰλ γσλίαλ ζπζηήζαζζαη.  

 

Δἰιήθζσ γὰξ ἐπὶ ηῆο ΓΕ ηπρὸλ ζεκεῖνλ ηὸ Ε, θαὶ ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Ε ἐπὶ ηὸ δηὰ ηῶλ ΔΓ, 

ΓΓ ἐπίπεδνλ θάζεηνο ἡ ΕΖ, θαὶ ζπκβαιιέησ ηῷ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὸ Ζ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ 

ΓΖ, θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῇ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Α ηῇ κὲλ ὑπὸ ΔΓΓ 

γσλίᾳ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΛ, ηῇ δὲ ὑπὸ ΔΓΖ ἴζε ἡ ὑπὸ ΒΑΚ, θαὶ θείζζσ ηῇ ΓΖ ἴζε ἡ ΑΚ, θαὶ 
ἀλεζηάησ ἀπὸ ηνῦ Κ ζεκείνπ ηῷ δηὰ ηῶλ ΒΑΛ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΚΘ, θαὶ θείζζσ 

ἴζε ηῇ ΖΕ ἡ ΚΘ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΘΑ: ιέγσ, ὅηη ἡ πξὸο ηῷ Α ζηεξεὰ γσλία 

πεξηερνκέλε ὑπὸ ηῶλ ΒΑΛ, ΒΑΘ, ΘΑΛ γσληῶλ ἴζε ἐζηὶ ηῇ πξὸο ηῷ Γ ζηεξεᾷ γσλίᾳ ηῇ 

πεξηερνκέλῃ ὑπὸ ηῶλ ΔΓΓ, ΔΓΕ, ΕΓΓ γσληῶλ. Ἀπεηιήθζσζαλ γὰξ ἴζαη αἱ ΑΒ, ΓΔ, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΘΒ, ΚΒ, ΕΔ, ΖΔ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΕΖ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ὑπνθείκελνλ 

ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ 

ὑπνθεηκέλῳ ἐπηπέδῳ ὀξζὰο πνηήζεη γσλίαο: ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΕΖΓ, 

ΕΖΔ γσληῶλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἑθαηέξα ηῶλ ὑπὸ ΘΚΑ, ΘΚΒ γσληῶλ ὀξζή ἐζηηλ. θαὶ 

                                                 
1 ΧΙ.11 Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 
2 I.23 Конструисати на датој правој у датој тачки на њој праволинијски угао једнак датом праволинијском углу. 
3
 ΧΙ.12 На датој равни кроз тачку на њој подићи нормалу на раван. 
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АΒ једнаке двема дужима ΖΓ и ΓЕ, свака свакој, и обухватају једнаке углове, биће 

основица КΒ једнака основици ΖЕ [I.4]1. Исто тако је и КΘ једнако КΕ, и 

обухватају праве углове. Према томе је и ΘΒ једнако ΕЕ [I.4]. Даље, пошто су две 

дужи АК и КΘ једнаке двема дужима ΓΖ и ΖΕ, и обухватају праве углове, биће 

основица АΘ једнака основици ΕΓ [I.4]. А и АΒ је једнако ΓЕ. Па су две дужи ΘА 

и АΒ једнаке двема дужима ΓΕ и ΓЕ. И основица ΘΒ једнака је основици ΕЕ. 

Према томе је угао ΒАΘ једнак углу ЕΓΕ [I.8]2. Из истих разлога је и угао ΘАΛ 

једнак углу ΕΓΓ [ако одмеримо једнаке АΛ и ΓΓ па повучемо КΛ, ΘΛ, ΖΓ, ΕΓ, 

пошто је цео угао ΒАΛ једнак целом углу ЕΓΓ, а и део ΒАК једнак је делу ЕΓΖ, 

биће и остатак, угао КАΛ, једнак остатку, углу ΖΓΓ. И пошто су две дужи КА и 

АΛ једнаке двема дужима ΖΓ и ΓΓ и обухватају једнаке углове, биће основица КΛ 

једнака основици ΖΓ. А и КΘ једнако је ΖΕ. Дакле две дужи ΛК и КΘ једнаке су 

двема дужима ΓΖ и ΖΕ и обухватају праве углове. Значи основица ΘΛ једнака је 

основици ΕΓ. А како су две дужи ΘА и АΛ једнаке двема дужима ΕΓ и ΓΓ и 

основица ΘΛ једнака основици ΕΓ, биће угао ΘАΛ једнак углу ΕΓΓ]. Исто тако је 

и угао ΒАΛ једнак углу ЕΓΓ. 

 

На овај начин, на датој правој и у датој тачки на њој конструисан је рогаљ једнак 

датом рогљу. А то је требало извести. 

ἐπεὶ δύν αἱ ΚΑ, ΑΒ δύν ηαῖο ΖΓ, ΓΔ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ, θαὶ γσλίαο ἴζαο 

πεξηέρνπζηλ, βάζηο ἄξα ἡ ΚΒ βάζεη ηῇ ΖΔ ἴζε ἐζηίλ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΚΘ ηῇ ΖΕ ἴζε: θαὶ 
γσλίαο ὀξζὰο πεξηέρνπζηλ: ἴζε ἄξα θαὶ ἡ ΘΒ ηῇ ΕΔ. πάιηλ ἐπεὶ δύν αἱ ΑΚ, ΚΘ δπζὶ ηαῖο 

ΓΖ, ΖΕ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ γσλίαο ὀξζὰο πεξηέρνπζηλ, βάζηο ἄξα ἡ ΑΘ βάζεη ηῇ ΕΓ ἴζε 

ἐζηίλ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΔ ἴζε: δύν δὴ αἱ ΘΑ, ΑΒ δύν ηαῖο ΓΕ, ΓΔ ἴζαη εἰζίλ. θαὶ 
βάζηο ἡ ΘΒ βάζεη ηῇ ΕΔ ἴζε: γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΒΑΘ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΔΓΕ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ 

ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ ΘΑΛ ηῇ ὑπὸ ΕΓΓ ἐζηηλ ἴζε [ ἐπεηδήπεξ ἐὰλ ἀπνιάβσκελ ἴζαο 

ηὰο ΑΛ, ΓΓ θαὶ ἐπηδεύμσκελ ηὰο ΚΛ, ΘΛ, ΖΓ, ΕΓ, ἐπεὶ ὅιε ἡ ὑπὸ ΒΑΛ ὅιῃ ηῇ ὑπὸ 

ΔΓΓ ἐζηηλ ἴζε, ὧλ ἡ ὑπὸ ΒΑΚ ηῇ ὑπὸ ΔΓΖ ὑπόθεηηαη ἴζε, ινηπὴ ἄξα ἡ ὑπὸ ΚΑΛ 

ινηπῇ ηῇ ὑπὸ ΖΓΓ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΚΑ, ΑΛ δπζὶ ηαῖο ΖΓ, ΓΓ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ 
γσλίαο ἴζαο πεξηέρνπζηλ, βάζηο ἄξα ἡ ΚΛ βάζεη ηῇ ΖΓ ἐζηηλ ἴζε. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΚΘ ηῇ 

ΖΕ ἴζε: δύν δὴ αἱ ΛΚ, ΚΘ δπζὶ ηαῖο ΓΖ, ΖΕ εἰζηλ ἴζαη: θαὶ γσλίαο ὀξζὰο πεξηέρνπζηλ: 

βάζηο ἄξα ἡ ΘΛ βάζεη ηῇ ΕΓ ἐζηηλ ἴζε. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΘΑ, ΑΛ δπζὶ ηαῖο ΕΓ, ΓΓ εἰζηλ 

ἴζαη, θαὶ βάζηο ἡ ΘΛ βάζεη ηῇ ΕΓ ἐζηηλ ἴζε, γσλία ἄξα ἡ ὑπὸ ΘΑΛ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΕΓΓ 

ἐζηηλ ἴζε ]. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΛ ηῇ ὑπὸ ΔΓΓ ἴζε.  

 

Πξὸο ἄξα ηῇ δνζείζῃ εὐζείᾳ ηῇ ΑΒ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Α ηῇ δνζείζῃ ζηεξεᾷ 

γσλίᾳ ηῇ πξὸο ηῷ Γ ἴζε ζπλέζηαηαη: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη. 

 

 

 

                                                 
1 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
2 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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XI. 27 

 

На датој правој конструисати паралелепипед сличан и у сличном положају 

према датом паралелепипеду. 
 

Нека је АΒ дата права и ΓΓ дати паралелепипед.  

 

 
 

Треба на датој правој АΒ конструисати паралелепипед сличан и у сличном 

положају према датом паралелепипеду ΓΓ. 

 

Заиста, конструишимо на правој АΒ у датој тачки А на њој рогаљ једнак рогљу 

код тачке Γ са равним угловима ΒАΘ, ΘАК, КАΒ и то тако да угао ΒАΘ буде 

једнак углу ЕΓΕ, угао ΒАК - углу ЕΓΖ и угао КАΘ - углу ΖΓΕ; и подесимо да ЕΓ 

буде према ΓΖ као ΒА према АК, и ΖΓ буде према ΓΕ као и КА према АΘ [VI.12]1. 

Исто тако да ЕΓ буде према ΓΕ као и ΒА према АΘ [V.22]2. И допунимо 

паралелограм ΘΒ и тело АΛ. 

Како је ЕΓ према ΓΖ као ΒА према АК и према томе су краци једнаких углова 

ЕΓΖ и ΒАК пропорционални, биће паралелограм ΖЕ сличан паралелограму КΒ. Из 

истих разлога је и паралелограм КΘ сличан паралелограму ΖΕ, и ΕЕ 

паралелограму ΘΒ. Према томе су три паралелограма тела ΓΓ слична са три 

паралелограма тела АΛ. Али овим трима паралелограмима одговарају једнаки и 

слични наспрамни паралелограми; значи и ова три наспрамна паралелограма 

једног паралелепипеда једнаки су и слични са три наспрамна паралелограма 

другог паралелепипеда. Према томе је и цело тело ΓΓ слично са целим телом АΛ 

[ΥΗ.Деф.9]3.  

 

На овај начин је на датој правој АΒ конструисан паралелепипед АΛ сличан и у 

Ἀπὸ ηῆο δνζείζεο εὐζείαο ηῷ δνζέληη ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ὅκνηόλ ηε θαὶ 

ὁκνίσο θείκελνλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ἀλαγξάςαη.  

 

Ἔζησ ἡ κὲλ δνζεῖζα εὐζεῖα ἡ ΑΒ, ηὸ δὲ δνζὲλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΓΓ:  

 

 
 

δεῖ δὴ ἀπὸ ηῆο δνζείζεο εὐζείαο ηῆο ΑΒ ηῷ δνζέληη ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ηῷ ΓΓ 

ὅκνηόλ ηε θαὶ ὁκνίσο θείκελνλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ἀλαγξάςαη.  

 

πλεζηάησ γὰξ πξὸο ηῇ ΑΒ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Α ηῇ πξὸο ηῷ Γ 

ζηεξεᾷ γσλίᾳ ἴζε ἡ πεξηερνκέλε ὑπὸ ηῶλ ΒΑΘ, ΘΑΚ, ΚΑΒ, ὥζηε ἴζελ εἶλαη ηὴλ κὲλ 

ὑπὸ ΒΑΘ γσλίαλ ηῇ ὑπὸ ΔΓΕ, ηὴλ δὲ ὑπὸ ΒΑΚ ηῇ ὑπὸ ΔΓΖ, ηὴλ δὲ ὑπὸ ΚΑΘ ηῇ ὑπὸ 

ΖΓΕ: θαὶ γεγνλέησ ὡο κὲλ ἡ ΔΓ πξὸο ηὴλ ΓΖ, νὕησο ἡ ΒΑ πξὸο ηὴλ ΑΚ, ὡο δὲ ἡ ΖΓ 

πξὸο ηὴλ ΓΕ, νὕησο ἡ ΚΑ πξὸο ηὴλ ΑΘ. θαὶ δη' ἴζνπ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΔΓ πξὸο ηὴλ ΓΕ, 

νὕησο ἡ ΒΑ πξὸο ηὴλ ΑΘ. θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ ηὸ ΘΒ παξαιιειόγξακκνλ θαὶ ηὸ ΑΛ 

ζηεξεόλ. Καὶ ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΓ πξὸο ηὴλ ΓΖ, νὕησο ἡ ΒΑ πξὸο ηὴλ ΑΚ, θαὶ πεξὶ ἴζαο 

γσλίαο ηὰο ὑπὸ ΔΓΖ, ΒΑΚ αἱ πιεπξαὶ ἀλάινγόλ εἰζηλ, ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΖΔ 

παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΚΒ παξαιιεινγξάκκῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ κὲλ ΚΘ 

παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΖΕ παξαιιεινγξάκκῳ ὅκνηόλ ἐζηη θαὶ ἔηη ηὸ ΕΔ ηῷ ΘΒ: ηξία 

ἄξα παξαιιειόγξακκα ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ηξηζὶ παξαιιεινγξάκκνηο ηνῦ ΑΛ ζηεξενῦ 

ὅκνηά ἐζηηλ. ἀιιὰ ηὰ κὲλ ηξία ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηα, ηὰ δὲ ηξία 

ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηα: ὅινλ ἄξα ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ ὅιῳ ηῷ ΑΛ 

ζηεξεῷ ὅκνηόλ ἐζηηλ.  

                                                 
1 VI.12 За три дате дужи наћи четврту пропорционалу. 
2 V.22 Ако су дате неке величине у произвољном броју и друге у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, онда су и једнако удаљене у истој размери. 
3 ΧΙ.Деф.9 Сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима у једнаком броју. 
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сличном положају са датим паралелепипедом ΓΓ. А то је требало извести.  

Ἀπὸ ηῆο δνζείζεο ἄξα εὐζείαο ηῆο ΑΒ ηῷ δνζέληη ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ηῷ ΓΓ 

ὅκνηόλ ηε θαὶ ὁκνίσο θείκελνλ ἀλαγέγξαπηαη ηὸ ΑΛ: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη. 
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XI. 28 

 

Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дијагонале наспрамних 

страна, тело је преполовљено том равни. 
 

Заиста, нека је паралелепипед АΒ пресечен са равни ΓΓЕΕ, која пролази кроз 

дијагонале ΓΕ и ΓЕ наспрамних страна.  

 

 
 

Тврдим да је тело АΒ преполовљено са равни ΓΓЕΕ. 

 

Заиста, пошто је троугао ΓΖΕ једнак троуглу ΓΕΒ [I.34]1, АΓЕ троуглу ΓЕΘ, 

паралелограм ΓА једнак паралелограму ЕΒ, јер су наспрамни, и паралелограм ΖЕ 

паралелограму ΓΘ, биће и призма обухваћена са два троугла ΓΖΕ и АΓЕ и са три 

паралелограма ΖЕ, АΓ, ΓЕ једнака призми обухваћеној са два троугла ΓΕΒ и ΓЕΘ 

и три паралелограма ΓΘ, ΒЕ и ΓЕ. Према томе су оне обухваћене равнима истим и 

по броју и по величини [ΥΗ.Деф.10]2.  

 

На овај начин је цело тело АΒ преполовљено са равни ΓΓЕΕ. А то је требало 

доказати. 

Ἐὰλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ἐπηπέδῳ ηκεζῇ θαηὰ ηὰο δηαγσλίνπο ηῶλ 

ἀπελαληίνλ ἐπηπέδσλ, δίρα ηκεζήζεηαη ηὸ ζηεξεὸλ ὑπὸ ηνῦ ἐπηπέδνπ.  

 

ηεξεὸλ γὰξ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΑΒ ἐπηπέδῳ ηῷ ΓΓΔΕ ηεηκήζζσ θαηὰ ηὰο 

δηαγσλίνπο ηῶλ ἀπελαληίνλ ἐπηπέδσλ ηὰο ΓΕ, ΓΔ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη δίρα ηκεζήζεηαη ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ὑπὸ ηνῦ ΓΓΔΕ ἐπηπέδνπ.  

 

πεὶ γὰξ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ κὲλ ΓΖΕ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΕΒ ηξηγώλῳ, ηὸ δὲ ΑΓΔ ηῷ ΓΔΘ, ἔζηη δὲ 

θαὶ ηὸ κὲλ ΓΑ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΔΒ ἴζνλ: ἀπελαληίνλ γάξ: ηὸ δὲ ΖΔ ηῷ ΓΘ, θαὶ 
ηὸ πξίζκα ἄξα ηὸ πεξηερόκελνλ ὑπὸ δύν κὲλ ηξηγώλσλ ηῶλ ΓΖΕ, ΑΓΔ, ηξηῶλ δὲ 

παξαιιεινγξάκκσλ ηῶλ ΖΔ, ΑΓ, ΓΔ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ πξίζκαηη ηῷ πεξηερνκέλῳ ὑπὸ δύν 

κὲλ ηξηγώλσλ ηῶλ ΓΕΒ, ΓΔΘ, ηξηῶλ δὲ παξαιιεινγξάκκσλ ηῶλ ΓΘ, ΒΔ, ΓΔ:  

 

ὑπὸ γὰξ ἴζσλ ἐπηπέδσλ πεξηέρνληαη ηῷ ηε πιήζεη θαὶ ηῷ κεγέζεη. ὥζηε ὅινλ ηὸ ΑΒ 

ζηεξεὸλ δίρα ηέηκεηαη ὑπὸ ηνῦ ΓΓΔΕ ἐπηπέδνπ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
2 ΧΙ.Деф.10 Једнаке и сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима, једнаким по броју и по величини.  



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

XI. 29 

 

Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији су 

крајеви на истим правима - једнаки су међу собом. 
 

Нека су паралелепипеди ΓМ и ΓΝ на истој основи АΒ, са истом висином, и 

бочним ивицама АΖ, АΕ, ΛМ, ΛΝ, ΓΓ, ΓЕ, ΒΘ, ΒК са крајевима на истим правима 

ΕΝ и ΓК.  

 

 
 

Тврдим да је тело ΓМ једнако телу ΓΝ.  

 

Заиста, пошто је сваки од четвороуглова ΓΘ и ΓК паралелограм, дуж ΓК је једнака 

свакој од дужи ΓΘ и ЕК [I.34]1. Према томе је дуж ΓΘ једнака дужи ЕК. Како је 

ЕΘ њихов заједнички део, биће остатак ΓЕ једнак остатку ΘК. Према томе је и 

троугао ΓΓЕ једнак троуглу ΘΒК [I.82, I.43], а паралелограм ΓΖ - паралелограму 

ΘΝ [I.36]4. Из истих разлога је и троугао АΕΖ једнак троуглу МΛΝ. А и 

паралелограм ΓΕ једнак паралелограму ΒМ, и паралелограм ΓΖ - паралелограму 

ΒΝ, јер су наспрамни. И на тај начин је призма, обухваћена са два троугла АΕΖ и 

ΓΓЕ и са три паралелограма АΓ, ΓΖ и ΓΖ, једнака призми обухваћеној са два 

троугла МΛΝ и ΘΒК и три паралелограма ΒМ, ΘΝ и ΒΝ. Додајмо заједничко тело, 

чија је основа паралелограм АΒ и наспрамна страна ΖЕΘМ, па ће тада цео 

паралелепипед ΓМ бити једнак целом паралелепипеду ΓΝ. 

 

На овај начин, паралелепипеди са истом основом, истом висином и са бочним 

ивицама, чији су крајеви на истим правима - једнаки су међу собом. А то је 

требало доказати. 

Τὰ ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, 

ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εἰζηλ εὐζεηῶλ, ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ.  

 

Ἔζησ ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ηῆο ΑΒ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΓΜ, ΓΝ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ 

ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη αἱ ΑΖ, ΑΕ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΓ, ΓΔ, ΒΘ, ΒΚ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ 

ἔζησζαλ ηῶλ ΕΝ, ΓΚ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΓΜ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΝ ζηεξεῷ.  

 

πεὶ γὰξ παξαιιειόγξακκόλ ἐζηηλ ἑθάηεξνλ ηῶλ ΓΘ, ΓΚ, ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΓΒ ἑθαηέξᾳ ηῶλ 

ΓΘ, ΔΚ: ὥζηε θαὶ ἡ ΓΘ ηῇ ΔΚ ἐζηηλ ἴζε. θνηλὴ ἀθῃξήζζσ ἡ ΔΘ: ινηπὴ ἄξα ἡ ΓΔ 

ινηπῇ ηῇ ΘΚ ἐζηηλ ἴζε. ὥζηε θαὶ ηὸ κὲλ ΓΓΔ ηξίγσλνλ ηῷ ΘΒΚ ηξηγώλῳ ἴζνλ ἐζηίλ, ηὸ 

δὲ ΓΖ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΘΝ παξαιιεινγξάκκῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ ΑΕΖ 

ηξίγσλνλ ηῷ ΜΛΝ ηξηγώλῳ ἴζνλ ἐζηίλ. ἔζηη δὲ θαὶ ηὸ κὲλ ΓΕ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ 

ΒΜ παξαιιεινγξάκκῳ ἴζνλ, ηὸ δὲ ΓΖ ηῷ ΒΝ: ἀπελαληίνλ γάξ: θαὶ ηὸ πξίζκα ἄξα ηὸ 

πεξηερόκελνλ ὑπὸ δύν κὲλ ηξηγώλσλ ηῶλ ΑΕΖ, ΓΓΔ, ηξηῶλ δὲ παξαιιεινγξάκκσλ 

ηῶλ ΑΓ, ΓΖ, ΓΖ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ πξίζκαηη ηῷ πεξηερνκέλῳ ὑπὸ δύν κὲλ ηξηγώλσλ ηῶλ 

ΜΛΝ, ΘΒΚ, ηξηῶλ δὲ παξαιιεινγξάκκσλ ηῶλ ΒΜ, ΘΝ, ΒΝ. θνηλὸλ πξνζθείζζσ ηὸ 

ζηεξεόλ, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΒ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΖΔΘΜ: ὅινλ ἄξα 

ηὸ ΓΜ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ὅιῳ ηῷ ΓΝ ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ἴζνλ ἐζηίλ.  

                                                 
1 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
2 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
3 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
4 I.36 Паралелограми са једнаким основицама између истих паралелних једнаки су један другом. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

 

Σὰ ἄξα ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ 

αἱ ἐθεζηῶζαη ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εἰζηλ εὐζεηῶλ, ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888 
 

XI. 30 

 

Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији 

крајеви нису на истим правима - једнаки су међу собом. 
 

Нека су паралелепипеди ΓМ и ΓΝ на истој основи АΒ, са истом висином и бочним 

ивицама АΕ, АΖ, ΛМ, ΛΝ, ΓΓ, ΓЕ, ΒΘ и ΒК са крајевима који нису на истим 

правима.  

 

 
 

Тврдим, да је тело ΓМ једнако телу ΓΝ. 

 

Заиста, продужимо ΝК и ΓΘ и нека се оне сусрећу у тачки Ρ. Продужимо још ΕМ 

и ΖЕ до О и Π, повуцимо АΞ, ΛО, ΓΠ, ΒΡ. Сад је тело ΓМ са основом 

паралелограмом АΓΒΛ и наспрамном страном ΕΓΘМ једнако телу ΓО са основом 

паралелограмом АΓΒΛ и наспрамном страном ΞΠΡО, јер су она на истој основи 

АΓΒΛ, са истом висином и бочним ивицама АΕ, АΞ, ΛМ, ΛО, ΓΓ, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ, 

чији су крајеви на истим правама ΕО и ΓΡ [ΥΗ.29]1. Но ΓО са основом 

паралелограмом АΓΒΛ и наспрамном страном ΞΠΡО једнако је телу ΓΝ са 

основом паралелограмом АΓΒΛ и наспрамном страном ΖЕКΝ пошто су она на 

истој основи АΓΒΛ, са истом висином и бочним ивицама АΖ, АΞ, ΓЕ, ΓΠ, ΛΝ, 

ΛО, ΒК, ΒΡ чији су крајеви на истим правама ΖΠ и ΝΡ. Па према томе је тело ΓМ 

једнако телу ΓΝ. 

 

На овај начин, паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним 

ивицама чији крајеви нису на истим правима - једнаки су међу собом. 

Τὰ ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, 

ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη νὐθ εἰζὶλ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ, ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ.  

 

Ἔζησ ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ηῆο ΑΒ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΓΜ, ΓΝ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ 

ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη αἱ ΑΕ, ΑΖ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΓ, ΓΔ, ΒΘ, ΒΚ κὴ ἔζησζαλ ἐπὶ ηῶλ 

αὐηῶλ εὐζεηῶλ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΓΜ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΝ ζηεξεῷ.  

 

θβεβιήζζσζαλ γὰξ αἱ ΝΚ, ΓΘ θαὶ ζπκπηπηέησζαλ ἀιιήιαηο θαηὰ ηὸ Ρ, θαὶ ἔηη 

ἐθβεβιήζζσζαλ αἱ ΕΜ, ΖΔ ἐπὶ ηὰ Ο, Π, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΞ, ΛΟ, ΓΠ, ΒΡ. ἴζνλ δή 

ἐζηη ηὸ ΓΜ ζηεξεόλ, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΓΒΛ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ 

ΕΓΘΜ, ηῷ ΓΟ ζηεξεῷ, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΓΒΛ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ 

ΞΠΡΟ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο ΑΓΒΛ θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ 
ἐθεζηῶζαη αἱ ΑΕ, ΑΞ, ΛΜ, ΛΟ, ΓΓ, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εἰζηλ εὐζεηῶλ ηῶλ 

ΕΟ, ΓΡ. ἀιιὰ ηὸ ΓΟ ζηεξεόλ, νὗ βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΓΒΛ παξαιιειόγξακκνλ, 

ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΞΠΡΟ, ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ΓΝ ζηεξεῷ, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΓΒΛ 

παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΖΔΚΝ: ἐπί ηε γὰξ πάιηλ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη 

ηῆο ΑΓΒΛ θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη αἱ ΑΖ, ΑΞ, ΓΔ, ΓΠ, ΛΝ, ΛΟ, ΒΚ, 

ΒΡ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εἰζηλ εὐζεηῶλ ηῶλ ΖΠ, ΝΡ. ὥζηε θαὶ ηὸ ΓΜ ζηεξεὸλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ 

ΓΝ ζηεξεῷ.  

 

Σὰ ἄξα ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ 

ἐθεζηῶζαη νὐθ εἰζὶλ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ, ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 ΧΙ.29 Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији су крајеви на истим правима - једнаки су међу собом. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ЈЕДАНАЕСТА КЊИГА 
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XI. 31 

 

Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу 

собом. 
 

Нека су АЕ и ΓΕ паралелепипеди са једнаким основама АΒ и ΓΓ и истом висином.  

 

Тврдим, да је тело АЕ једнако телу ΓΕ. 

 

Нека су, прво, бочне ивице ΘК, ΒЕ, АΖ, ΛМ, ОΠ, ΓΕ, ΓΞ, Π управне на основама 

АΒ и ΓΓ. Одмеримо дуж ΡТ у продужењу праве ΓΡ и конструишимо на правој ΡТ 

код тачке Ρ угао ТΡΤ једнак углу АΛΒ [I.23]1, одмеримо ΡТ једнако АΛ и ΡΤ 

једнако Б и допунимо основу ΡX и тело Y.  

 

 
 

Пошто су две стране ТΡ и ΡΤ једнаке двема странама АΛ и ΛΒ, и обухваћени 

углови једнаки, биће једнак и сличан паралелограм ΡΖ са паралелограмом ΘΛ. И 

пошто је, даље, АΛ једнако ΡТ, ΛМ једнако Ρ, а обухваћени углови прави, биће и 

паралелограм ΡΦ једнак и сличан паралелограму АМ. Из истих разлога је и 

паралелограм ΛЕ једнак и сличан паралелограму Τ. Према томе су три 

Τὰ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ἴζα 

ἀιιήινηο ἐζηίλ.  

 

Ἔζησ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΑΔ, ΓΕ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ 

ὕςνο:  

 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΔ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΕ ζηεξεῷ.  

 

Ἔζησζαλ δὴ πξόηεξνλ αἱ ἐθεζηεθπῖαη αἱ ΘΚ, ΒΔ, ΑΖ, ΛΜ, ΟΠ, ΓΕ, ΓΞ, Ρ πξὸο 

ὀξζὰο ηαῖο ΑΒ, ΓΓ βάζεζηλ, θαὶ ἐθβεβιήζζσ ἐπ' εὐζείαο ηῇ ΓΡ εὐζεῖα ἡ ΡΣ, θαὶ 
ζπλεζηάησ πξὸο ηῇ ΡΣ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Ρ ηῇ ὑπὸ ΑΛΒ γσλίᾳ ἴζε ἡ 

ὑπὸ ΣΡΤ, θαὶ θείζζσ ηῇ κὲλ ΑΛ ἴζε ἡ ΡΣ, ηῇ δὲ ΛΒ ἴζε ἡ ΡΤ, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ ἥ 

ηε ΡΥ βάζηο θαὶ ηὸ ΦΤ ζηεξεόλ.  

 

 
 

θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΣΡ, ΡΤ δπζὶ ηαῖο ΑΛ, ΛΒ ἴζαη εἰζίλ, θαὶ γσλίαο ἴζαο πεξηέρνπζηλ, ἴζνλ 

ἄξα θαὶ ὅκνηνλ ηὸ ΡΥ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΘΛ παξαιιεινγξάκκῳ. θαὶ ἐπεὶ πάιηλ 

ἴζε κὲλ ἡ ΑΛ ηῇ ΡΣ, ἡ δὲ ΛΜ ηῇ Ρ, θαὶ γσλίαο ὀξζὰο πεξηέρνπζηλ, ἴζνλ ἄξα θαὶ 

ὅκνηόλ ἐζηη ηὸ ΡΦ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΑΜ παξαιιεινγξάκκῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ 
ηὸ ΛΔ ηῷ Τ ἴζνλ ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηνλ: ηξία ἄξα παξαιιειόγξακκα ηνῦ ΑΔ ζηεξενῦ 

ηξηζὶ παξαιιεινγξάκκνηο ηνῦ ΦΤ ζηεξενῦ ἴζα ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηα. ἀιιὰ ηὰ κὲλ ηξία 

ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηα, ηὰ δὲ ηξία ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ: ὅινλ ἄξα 

ηὸ ΑΔ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ὅιῳ ηῷ ΦΤ ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ἴζνλ ἐζηίλ. 

δηήρζσζαλ αἱ ΓΡ, ΥΤ θαὶ ζπκπηπηέησζαλ ἀιιήιαηο θαηὰ ηὸ Χ, θαὶ δηὰ ηνῦ Σ ηῇ ΓΧ 

                                                 
1 I.23 Конструисати на датој правој у датој тачки на њој праволинијски угао једнак датом праволинијском углу. 
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паралелограма тела АЕ једнака и слична са три паралелограма тела ΦΤ. А како су 

прва три паралелограма једнака и слична трима супротним, а и друга три једнака и 

слична трима супротним [ΥΗ.24]1, биће и цео паралелепипед АЕ једнак целом 

паралелепипеду ΦΤ [ΥΗ.Деф.10]2. Продужимо ΓΡ и ΥΤ и нека се сусрећу у тачки 

Χ. Повуцимо кроз Т праву 1 Т  паралелно ΓΧ и продужимо ОΓ до 1 , и допунимо 

тела ΧΦ и ΡΗ. Тада ће тело ΦΧ коме је основа паралелограм ΡΦ и супротна страна 

паралелограм Χ1  бити једнако телу ΦΤ коме је основа паралелограм ΡΦ и 

супротна страна паралелограм ΤΦ, јер су она на истој основи ΡΦ, са истом 

висином и бочним ивицама ΡΧ, ΡΤ, Σ , ΣΖ,  ,  , Φ1 , ΦΦ чији су крајеви на 

истим правама ΧΖ и 1  [ΥΗ.29]3. Но тело ΦΤ једнако је телу АЕ, па је према томе 

и тело  једнако телу АЕ. И пошто је паралелограм ПYXТ једнак паралелограму 

ΧТ, јер су на истој основи и између паралелних ΡТ и ΧΖ [I.35]4, паралелограм 

ΡΤΖΣ једнак паралелограму ΓΓ, пошто је једнак и са АΒ, биће стога и 

паралелограм ΧТ једнак паралелограму ΓΓ. Но ΓТ је други паралелограм. И према 

томе ће ΧТ бити према ΓТ као основа ΓΓ према ΓТ [V.7]5. А пошто је 

паралелепипед ΓΗ пресечен са равни ΡΕ паралелно са супротним странама, биће 

основа ΓΓ према основи ΓТ као тело ΓΕ према телу ΡΗ [ΥΗ.25]6. Из истих разлога 

ће, пошто је ΧΗ пресечен са равни ΡΦ паралелно са супротним странама, бити 

основа ΧТ према основи ТΓ као тело ΧΦ према телу ΡΗ [ΥΗ.25]. Но основа ΓΓ је 

према Т као Т према Т. Дакле, и тело З је према телу ПИ као тело  према 

телу ΡΗ [V.11]7. Према томе је свако од тела ΓΕ и ΧΦ у истом односу према телу 

ΡΗ. Стога је тело ΓΕ једнако телу ΧΦ. Но тело ΧΦ је, како је доказано, једнако телу 

АЕ. На овај начин тело АЕ једнако је телу ΓΕ. 

Нека сад бочне ивице АΖ, ΘК, ΒЕ, ΛМ, ΓΞ, ОΠ, ΓΕ, Ρ нису управне на основама 

АΒ и ΓΓ. Опет тврдим да је тело АЕ једнако телу ΓΕ. Заиста, спустимо из тачака 

К, Е, Ζ, М, Π, Ε, Ξ,  нормале КΝ, ЕΓ, ΥΤ, МΦ, ΠΖ, ΕΦ, ΞΧ, Η на основну раван 

и нека су подножја тих нормала тачке Ν, Γ, Τ, Φ, Ζ, Φ, Χ, Η и спојимо ΝΓ, ΝΤ, ΤΦ, 

ΓΦ, ΖΦ, ΖΧ, ΧΗ, ΗΦ.  

 

παξάιιεινο ἤρζσ ἡ #22αΣ#5, θαὶ ἐθβεβιήζζσ ἡ ΟΓ θαηὰ ηὸ #22α, θαὶ 
ζπκπεπιεξώζζσ ηὰ ΧΦ, ΡΗ ζηεξεά. ἴζνλ δή ἐζηη ηὸ ΦΧ ζηεξεόλ, νὗ βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ 

ΡΦ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ Χ#4, ηῷ ΦΤ ζηεξεῷ, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΡΦ 

παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΤΦ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο ΡΦ 

θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη αἱ ΡΧ, ΡΤ, Σ#5, ΣΥ, #2, ν, Φ#4, ΦΦ ἐπὶ 

ηῶλ αὐηῶλ εἰζηλ εὐζεηῶλ ηῶλ ΧΥ, #2Φ. ἀιιὰ ηὸ ΦΤ ζηεξεὸλ ηῷ ΑΔ ἐζηηλ ἴζνλ: θαὶ ηὸ 

ΦΧ ἄξα ζηεξεὸλ ηῷ ΑΔ ζηεξεῷ ἐζηηλ ἴζνλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΡΤΥΣ 

παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΧΣ παξαιιεινγξάκκῳ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο 

ΡΣ θαὶ ἐλ ηαῖο αὐηαῖο παξαιιήινηο ηαῖο ΡΣ, ΧΥ: ἀιιὰ ηὸ ΡΤΥΣ ηῷ ΓΓ ἐζηηλ ἴζνλ, ἐπεὶ 

θαὶ ηῷ ΑΒ, θαὶ ηὸ ΧΣ ἄξα παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΓΓ ἐζηηλ ἴζνλ. ἄιιν δὲ ηὸ ΓΣ: ἔζηηλ 

ἄξα ὡο ἡ ΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΣ, νὕησο ἡ ΧΣ πξὸο ηὴλ ΓΣ. θαὶ ἐπεὶ ζηεξεὸλ 

παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΓΗ ἐπηπέδῳ ηῷ ΡΕ ηέηκεηαη παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ 

ἐπηπέδνηο, ἔζηηλ ὡο ἡ ΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΣ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΓΕ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΡΗ 

ζηεξεόλ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δή, ἐπεὶ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΧΗ ἐπηπέδῳ ηῷ ΡΦ 

ηέηκεηαη παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο, ἔζηηλ ὡο ἡ ΧΣ βάζηο πξὸο ηὴλ ΣΓ 

βάζηλ, νὕησο ηὸ ΧΦ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΡΗ. ἀιι' ὡο ἡ ΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΣ, νὕησο ἡ ΧΣ 

πξὸο ηὴλ ΓΣ: θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ΓΕ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΡΗ ζηεξεόλ, νὕησο ηὸ ΧΦ ζηεξεὸλ 

πξὸο ηὸ ΡΗ. ἑθάηεξνλ ἄξα ηῶλ ΓΕ, ΧΦ ζηεξεῶλ πξὸο ηὸ ΡΗ ηὸλ αὐηὸλ ἔρεη ιόγνλ: ἴζνλ 

ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΓΕ ζηεξεὸλ ηῷ ΧΦ ζηεξεῷ. ἀιιὰ ηὸ ΧΦ ηῷ ΑΔ ἐδείρζε ἴζνλ: θαὶ ηὸ ΑΔ 

ἄξα ηῷ ΓΕ ἐζηηλ ἴζνλ. Μὴ ἔζησζαλ δὴ αἱ ἐθεζηεθπῖαη αἱ ΑΖ, ΘΚ, ΒΔ, ΛΜ, ΓΝ, ΟΠ, 

ΓΕ, Ρ πξὸο ὀξζὰο ηαῖο ΑΒ, ΓΓ βάζεζηλ: ιέγσ πάιηλ, ὅηη ἴζνλ ηὸ ΑΔ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΕ 

ζηεξεῷ. ἤρζσζαλ γὰξ ἀπὸ ηῶλ Κ, Δ, Ζ, Μ, Π, Ε, Ν,  ζεκείσλ ἐπὶ ηὸ ὑπνθείκελνλ 

ἐπίπεδνλ θάζεηνη αἱ ΚΞ, ΔΣ, ΖΤ, ΜΦ, ΠΥ, ΕΦ, ΝΧ, Η, θαὶ ζπκβαιιέησζαλ ηῷ 

ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὰ Ξ, Σ, Τ, Φ, Υ, Φ, Χ, Η ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΞΣ, ΞΤ, ΤΦ, ΣΦ, 

ΥΦ, ΥΧ, ΧΗ, ΗΦ.  

 

                                                 
1 ΧΙ.24 Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су једнаки паралелограми. 
2 ΧΙ.Деф.10 Једнаке и сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима, једнаким по броју и по величини.  
3 ΧΙ.29 Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији су крајеви на истим правима - једнаки су међу собом. 
4 I.35 Паралелограми са истом основицом између истих паралелних једнаки су један другом. 
5 V.7 Једнаке величине су пема истој величини у истој размери и иста величина је према једнаким величинама у истој размери. 
6 ΧΙ.25 Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном његовим супротним паралелним равнима, односиће се основа према основи као тело према телу. 
7 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
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Тело КΦ је тада једнако телу ΠΗ, јер су она са једнаким основама КМ и Π, истом 

висином и бочним ивицама управним на основама [на основу првог дела овог 

става]. Али и тело КΦ једнако је телу АЕ, а тело ΠΗ телу ΓΕ, пошто су она са истом 

основом, истом висином и бочним ивицама чији се крајеви не налазе на истим 

правима [ΥΗ.30]1. Према томе и тело АЕ једнако је телу ΓΕ. 

 

На овај начин, паралелепипеди са једнаким основама и истим висинама једнаки су 

међу собом. А то је требало доказати. 

 
 

ἴζνλ δή ἐζηη ηὸ ΚΦ ζηεξεὸλ ηῷ ΠΗ ζηεξεῷ: ἐπί ηε γὰξ ἴζσλ βάζεώλ εἰζη ηῶλ ΚΜ, Π 

θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη πξὸο ὀξζάο εἰζη ηαῖο βάζεζηλ. ἀιιὰ ηὸ κὲλ ΚΦ 

ζηεξεὸλ ηῷ ΑΔ ζηεξεῷ ἐζηηλ ἴζνλ, ηὸ δὲ ΠΗ ηῷ ΓΕ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη 

θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο, ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη νὔθ εἰζηλ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ. θαὶ ηὸ ΑΔ 

ἄξα ζηεξεὸλ ηῷ ΓΕ ζηεξεῷ ἐζηηλ ἴζνλ.  

 

Σὰ ἄξα ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ἴζα 

ἀιιήινηο ἐζηίλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1
 ΧΙ.30 Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији крајеви нису на истим правима - једнаки су међу собом. 
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XΙ. 32 

 

Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 
 

Нека су паралелепипеди АΒ и ΓΓ исте висине.  

 

 
 

Тврдим да се паралелепипеди АΒ и ΓΓ односе један према другом као основе, тј. 

да је основа АЕ према основи ΓΕ као тело АΒ према телу ΓΓ. 

 

Заиста, конструишимо са ΕΖ паралелограм ΕΘ једнак паралелограму АЕ [Η.45]1 и 

на основи ΕΘ са висином истом као и код тела ΓΓ допунимо паралелепипед ΝК. 

Биће тада тело АΒ једнако телу ΖК, јер су са једнаким основама АЕ и ΕΘ и истом 

висином [ΥΗ.31]2. И пошто је паралелепипед ΓК пресечен са равни ΓΖ паралелном 

супротним странама, биће основа ΓΕ према основи ΕΘ као тело ΓΓ према телу ΓΘ 

[ΥΗ.25]3. Но основа ΕΘ једнака је основи АЕ и тело ΖК телу АΒ. Према томе је 

основа АЕ према основи ΓΕ као тело АΒ према телу ΓΓ. 

 

На овај начин, паралелепипеди исте висине се односе један према другом као 

основе. А то је требало доказати. 

Τὰ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιειά ἐζηηλ ὡο αἱ 

βάζεηο.  

 

Ἔζησ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΑΒ, ΓΓ: 

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηὰ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιειά ἐζηηλ ὡο αἱ βάζεηο, 

ηνπηέζηηλ ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ 

ΓΓ ζηεξεόλ.  

 

Παξαβεβιήζζσ γὰξ παξὰ ηὴλ ΕΖ ηῷ ΑΔ ἴζνλ ηὸ ΕΘ, θαὶ ἀπὸ βάζεσο κὲλ ηῆο ΕΘ, 

ὕςνπο δὲ ηνῦ αὐηνῦ ηῷ ΓΓ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ζπκπεπιεξώζζσ ηὸ ΖΚ. ἴζνλ 

δή ἐζηη ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΖΚ ζηεξεῷ: ἐπί ηε γὰξ ἴζσλ βάζεώλ εἰζη ηῶλ ΑΔ, ΕΘ θαὶ 
ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο. θαὶ ἐπεὶ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΓΚ ἐπηπέδῳ ηῷ ΓΖ ηέηκεηαη 

παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΓΕ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΘ 

βάζηλ, νὕησο ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΘ ζηεξεόλ. ἴζε δὲ ἡ κὲλ ΕΘ βάζηο ηῇ ΑΔ βάζεη, 

ηὸ δὲ ΖΚ ζηεξεὸλ ηῷ ΑΒ ζηεξεῷ: ἔζηηλ ἄξα θαὶ ὡο ἡ ΑΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΕ βάζηλ, 

νὕησο ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΓ ζηεξεόλ.  

 

Σὰ ἄξα ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιειά ἐζηηλ ὡο αἱ 
βάζεηο: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 Ι.45 У датом праволинијском углу конструисати паралелограм једнак датој праволинијској слици. 
2 ΧΙ.31 Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу собом. 
3 ΧΙ.25 Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном његовим супротним паралелним равнима, односиће се основа према основи као тело према телу. 
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XI. 33 

 

Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере хомологних 

ивица. 
 

Нека су АΒ и ΓΓ слични паралелепипеди и ивица АЕ хомологна са ивицом ΓΕ.  

 

Тврдим да је размера тела АΒ према телу ΓΓ трипут виша од размере АЕ према 

ΓΕ. 

 

Заиста, продужимо АЕ, ΖЕ и ΘЕ за ЕК, ЕΛ и ЕМ и одмеримо ЕК једнако ΓΕ, ЕΛ 

једнако ΕΝ, ЕМ једнако ΕΡ и допунимо паралелограм КΛ и тело КО. 

 

 
 

Међутим, како су две дужи КЕ и ЕΛ једнаке двема дужима ΓΕ и ΕΝ, а и угао КЕΛ 

једнак углу ΓΕΝ, и угао АЕΖ једнак углу ΓΕΝ због сличности тела АΒ и ΓΓ, биће 

једнак [и сличан] паралелограм КΛ паралелограму ΓΝ. Из истих разлога је и 

паралелограм КМ једнак и сличан [паралелограму] ΓΡ, и ЕО - ΓΕ. Према томе су 

три паралелограма тела КО једнака и слична са три паралелограма тела ΓΓ. А прва 

три су једнака и слична трима супротним, па и три друга су једнака и слична 

Τὰ ὅκνηα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιεια ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ 

ὁκνιόγσλ πιεπξῶλ.  

 

Ἔζησ ὅκνηα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΑΒ, ΓΓ, ὁκόινγνο δὲ ἔζησ ἡ ΑΔ ηῇ ΓΕ:  

 

ιέγσ, ὅηη ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη, ἤπεξ ἡ ΑΔ πξὸο 

ηὴλ ΓΕ.  

 

θβεβιήζζσζαλ γὰξ ἐπ' εὐζείαο ηαῖο ΑΔ, ΖΔ, ΘΔ αἱ ΔΚ, ΔΛ, ΔΜ, θαὶ θείζζσ ηῇ κὲλ 

ΓΕ ἴζε ἡ ΔΚ, ηῇ δὲ ΕΝ ἴζε ἡ ΔΛ, θαὶ ἔηη ηῇ ΕΡ ἴζε ἡ ΔΜ, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ ηὸ ΚΛ 

παξαιιειόγξακκνλ θαὶ ηὸ ΚΟ ζηεξεόλ.  

 

 
 

Καὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΚΔ, ΔΛ δπζὶ ηαῖο ΓΕ, ΕΝ ἴζαη εἰζίλ, ἀιιὰ θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΚΔΛ γσλίᾳ 

ηῇ ὑπὸ ΓΕΝ ἐζηηλ ἴζε, ἐπεηδήπεξ θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΔΖ ηῇ ὑπὸ ΓΕΝ ἐζηηλ ἴζε δηὰ ηὴλ 

ὁκνηόηεηα ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ, ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ [ θαὶ ὅκνηνλ ] ηὸ ΚΛ 

παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΓΝ παξαιιεινγξάκκῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ κὲλ ΚΜ 

παξαιιειόγξακκνλ ἴζνλ ἐζηὶ θαὶ ὅκνηνλ ηῷ ΓΡ [ παξαιιεινγξάκκῳ ] θαὶ ἔηη ηὸ ΔΟ ηῷ 

ΓΕ: ηξία ἄξα παξαιιειόγξακκα ηνῦ ΚΟ ζηεξενῦ ηξηζὶ παξαιιεινγξάκκνηο ηνῦ ΓΓ 

ζηεξενῦ ἴζα ἐζηὶ θαὶ ὅκνηα. ἀιιὰ ηὰ κὲλ ηξία ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ἐζηὶ θαὶ ὅκνηα, 

ηὰ δὲ ηξία ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ἐζηὶ θαὶ ὅκνηα: ὅινλ ἄξα ηὸ ΚΟ ζηεξεὸλ ὅιῳ ηῷ 
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трима супротним. Због тога је и цело тело КО једнако и слично целом телу ΓΓ 

[ΥΗ.Деф.10]1. Допунимо паралелограм ΖК и на основама ΖК и КΛ, са висином 

једнаком висини тела АΒ, допунимо тела ЕΕ и ΛΠ. Пошто је, због сличности тела 

АΒ и ΓΓ, АЕ према ΓΕ као ЕΖ према ΕΖ, и ЕΘ према ΕΡ и ΓΕ је једнако ЕК, ΕΝ 

једнако ЕΛ и ΕΡ - ЕМ, биће АЕ према ЕК као ΖЕ према ЕΛ и ΘЕ према ЕМ. Но АЕ 

је према ЕК као (паралелограм) АΖ према паралелограму ΖК, ΖЕ је према ЕΛ као 

ΖК према КΛ, а ΘЕ је према ЕМ као ΠЕ према КМ [VI.1]2. Према томе је 

паралелограм АΖ према ΖК као ΖК према КΛ и ΠЕ према КМ. Но АΖ је према ΖК 

као тело АΒ према телу ЕΞ, а ΖК је према КΛ као тело ΞЕ према телу ΠΛ и ΠЕ је 

према КМ као тело ΠΛ према телу КО [ΥΗ.32]3. Према томе је тело АΒ према телу 

ЕΞ као ЕΞ према ΠΛ и ΠΛ према КО. Али, ако су четири величине у непрекидној 

пропорцији, биће размера прве према четвртој трипут виша од размере прве према 

другој [V.Деф.10]4. Према томе размера тела АΒ према телу КО је трипут виша од 

размере АΒ према ЕΞ. Но АΒ је према ЕΞ као паралелограм АΖ према ΖК и дуж 

АЕ према ЕК [VI.1]. Значи тело АΒ је према телу КО у размери трипут вишој од 

размере АЕ према ЕК. Но тело КО једнако је телу ΓΓ, а дуж ЕК дужи ΓΕ и према 

томе је размера тела АΒ према телу  трипут виша од размере ивице АЕ према 

хомологној ивици ΓΕ. 

 

На овај начин, размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере 

хомологих ивица. А то је требало доказати. 

 

Последица 

 

Одавде је јасно да ће, ако су четири дужи пропорционалне, бити прва према 

четвртој као паралелепипед на првој према сличном и слично конструисаном 

паралелепипеду на другој, пошто је прва према четвртој у трипут вишој размери 

од размере прве према другој. 

 

ΓΓ ζηεξεῷ ἴζνλ ἐζηὶ θαὶ ὅκνηνλ. ζπκπεπιεξώζζσ ηὸ ΖΚ παξαιιειόγξακκνλ, θαὶ ἀπὸ 

βάζεσλ κὲλ ηῶλ ΖΚ, ΚΛ παξαιιεινγξάκκσλ, ὕςνπο δὲ ηνῦ αὐηνῦ ηῷ ΑΒ ζηεξεὰ 

ζπκπεπιεξώζζσ ηὰ ΔΞ, ΛΠ. θαὶ ἐπεὶ δηὰ ηὴλ ὁκνηόηεηα ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ ἐζηηλ ὡο 

ἡ ΑΔ πξὸο ηὴλ ΓΕ, νὕησο ἡ ΔΖ πξὸο ηὴλ ΕΝ, θαὶ ἡ ΔΘ πξὸο ηὴλ ΕΡ, ἴζε δὲ ἡ κέλ ΓΕ 

ηῇ ΔΚ, ἡ δὲ ΕΝ ηῇ ΔΛ, ἡ δὲ ΕΡ ηῇ ΔΜ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΔ πξὸο ηὴλ ΔΚ, νὕησο ἡ ΖΔ 

πξὸο ηὴλ ΔΛ θαὶ ἡ ΘΔ πξὸο ηὴλ ΔΜ. ἀιι' ὡο κὲλ ἡ ΑΔ πξὸο ηὴλ ΔΚ, νὕησο ηὸ ΑΖ [ 

παξαιιειόγξακκνλ ] πξὸο ηὸ ΖΚ παξαιιειόγξακκνλ, ὡο δὲ ἡ ΖΔ πξὸο ηὴλ ΔΛ, 

νὕησο ηὸ ΖΚ πξὸο ηὸ ΚΛ, ὡο δὲ ἡ ΘΔ πξὸο ΔΜ, νὕησο ηὸ ΠΔ πξὸο ηὸ ΚΜ: θαὶ ὡο ἄξα 

ηὸ ΑΖ παξαιιειόγξακκνλ πξὸο ηὸ ΖΚ, νὕησο ηὸ ΖΚ πξὸο ηὸ ΚΛ θαὶ ηὸ ΠΔ πξὸο ηὸ 

ΚΜ. ἀιι' ὡο κὲλ ηὸ ΑΖ πξὸο ηὸ ΖΚ, νὕησο ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΔΞ ζηεξεόλ, ὡο δὲ 

ηὸ ΖΚ πξὸο ηὸ ΚΛ, νὕησο ηὸ ΞΔ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΠΛ ζηεξεόλ, ὡο δὲ ηὸ ΠΔ πξὸο ηὸ 

ΚΜ, νὕησο ηὸ ΠΛ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΚΟ ζηεξεόλ: θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ 

ΔΞ, νὕησο ηὸ ΔΞ πξὸο ηὸ ΠΛ θαὶ ηὸ ΠΛ πξὸο ηὸ ΚΟ. ἐὰλ δὲ ηέζζαξα κεγέζε θαηὰ ηὸ 

ζπλερὲο ἀλάινγνλ ᾖ, ηὸ πξῶηνλ πξὸο ηὸ ηέηαξηνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ πξὸο ηὸ 

δεύηεξνλ: ηὸ ΑΒ ἄξα ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΚΟ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ηὸ ΑΒ πξὸο ηὸ 

ΔΞ. ἀιι' ὡο ηὸ ΑΒ πξὸο ηὸ ΔΞ, νὕησο ηὸ ΑΖ παξαιιειόγξακκνλ πξὸο ηὸ ΖΚ θαὶ ἡ 

ΑΔ εὐζεῖα πξὸο ηὴλ ΔΚ: ὥζηε θαὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΚΟ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη 

ἤπεξ ἡ ΑΔ πξὸο ηὴλ ΔΚ. ἴζνλ δὲ ηὸ [ κὲλ ] ΚΟ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ, ἡ δὲ ΔΚ εὐζεῖα 

ηῇ ΓΕ: θαὶ ηὸ ΑΒ ἄξα ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ 

ὁκόινγνο αὐηνῦ πιεπξὰ ἡ ΑΔ πξὸο ηὴλ ὁκόινγνλ πιεπξὰλ ηὴλ ΓΕ.  

 

Σὰ ἄξα ὅκνηα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ ἐζηὶ ηῶλ ὁκνιόγσλ 

πιεπξῶλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη.  

 

Πόξηζκα 

 

θ δὴ ηνύηνπ θαλεξόλ, ὅηη ἐὰλ ηέζζαξεο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ ὦζηλ, ἔζηαη ὡο ἡ πξώηε 

πξὸο ηὴλ ηεηάξηελ, νὕησ ηὸ ἀπὸ ηῆο πξώηεο ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ 

ηῆο δεπηέξαο ηὸ ὅκνηνλ θαὶ ὁκνίσο ἀλαγξαθόκελνλ, ἐπείπεξ θαὶ ἡ πξώηε πξὸο ηὴλ 

ηεηάξηελ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ πξὸο ηὴλ δεπηέξαλ. 

 

                                                 
1 ΧΙ.Деф.10 Једнаке и сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима, једнаким по броју и по величини.  
2 VI.1 Троугли и паралелограми исте висине се односе један према другом као основице. 
3 ΧΙ.32 Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 
4 V.Деф.10 Ако су четири величине (непрекидно) пропорционалне, каже се да је размера прве величине према четвртој трипут виша од размере прве величине према другој; и тако увек, на 

сличан начин, док постоји пропорционалност. 
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XI. 34 

 

Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обрнуто пропорционалне 

висинама. И ако су код паралелепипеда основе обрнуто пропорционалне 

висинама, они су једнаке запремине. 
 

Нека су запремине паралелепипеда АΒ и ΓΓ једнаке.  

 

Тврдим да су основе паралелепипеда АΒ и ΓΓ обрнуто пропорционалне висинама, 

и да је основа ЕΘ према основи ΝΠ као висина тела ΓΓ према висини тела АΒ. 

 

Заиста, нека су, прво, бочне ивице АХ, ЕЗ, Б, К, М, Н , О , П нормалне на 

својим основама.  

 

 
 

Тврдим, да је основа ЕΘ према основи ΝΠ као ΓМ према АΖ. 

 

Ако је сад основа ЕΘ једнака основи ΝΠ и тело АΒ једнако телу ΓΓ, биће једнака 

и дуж ΓМ дужи АΖ. Заиста, пралелепипеди исте висине се односе међу собом као 

основе [ΥΗ.32]1 [јер, ако при једнаким основама ЕΘ и ΝΠ висине АΖ и ΓМ нису 

исте, неће бити ни тело АΒ једнако телу ΓΓ. А по претпосравци једнако је. Према 

томе висина ΓМ неће бити неједнака висини АΖ. Значи једнака је]. И основа ЕΘ је 

према основи ΝΠ као ΓМ према АΖ, те је очигледно да су основе паралелепипеда 

АΒ и ΓΓ обрнуто пропорционалне висинама. 

Нека сад основа ЕΘ није једнака основи ΝΖ, већ је ЕΘ већа. Но тело АΒ је једнако 

телу ΓΓ, па је стога, и висина ΓМ већа од висине АΖ. [јер ако није, неће тада ни 

тела АΒ и ΓΓ бити једнака, а претпостављено је да су једнака]. Па одмеримо ΓТ 

једнако АΖ и допунимо на основи ΝΠ са висином ΓТ паралелепипед ΦΓ. Пошто је 

Τῶλ ἴζσλ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ: θαὶ 

ὧλ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, ἴζα ἐζηὶλ 

ἐθεῖλα.  

 

Ἔζησ ἴζα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΑΒ, ΓΓ:  

 

ιέγσ, ὅηη ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο 

ὕςεζηλ, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο 

πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο.  

 

Ἔζησζαλ γὰξ πξόηεξνλ αἱ ἐθεζηεθπῖαη αἱ ΑΖ, ΔΕ, ΛΒ, ΘΚ, ΓΜ, ΝΞ, ΟΓ, ΠΡ πξὸο 

ὀξζὰο ηαῖο βάζεζηλ αὐηῶλ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ἡ ΓΜ πξὸο ηὴλ ΑΖ.  

 

Δἰ κὲλ νὖλ ἴζε ἐζηηλ ἡ ΔΘ βάζηο ηῇ ΝΠ βάζεη, ἔζηη δὲ θαὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ 

ζηεξεῷ ἴζνλ, ἔζηαη θαὶ ἡ ΓΜ ηῇ ΑΖ ἴζε. ηὰ γὰξ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ζηεξεὰ 

παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιειά ἐζηηλ ὡο αἱ βάζεηο [ εἰ γὰξ ηῶλ ΔΘ, ΝΠ βάζεσλ ἴζσλ 

νὐζῶλ κὴ εἴε ηὰ ΑΖ, ΓΜ ὕςε ἴζα, νὐδ' ἄξα ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ἴζνλ ἔζηαη ηῷ ΓΓ. 

ὑπόθεηηαη δὲ ἴζνλ: νὐθ ἄξα ἄληζόλ ἐζηη ηὸ ΓΜ ὕςνο ηῷ ΑΖ ὕςεη: ἴζνλ ἄξα ]. θαὶ ἔζηαη 

ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ, νὕησο ἡ ΓΜ πξὸο ηὴλ ΑΖ, θαὶ θαλεξόλ, ὅηη ηῶλ ΑΒ, ΓΓ 

ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ. Μὴ ἔζησ δὴ ἴζε ἡ 

ΔΘ βάζηο ηῇ ΝΠ βάζεη, ἀιι' ἔζησ κείδσλ ἡ ΔΘ. ἔζηη δὲ θαὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ 

ζηεξεῷ ἴζνλ: κείδσλ ἄξα ἐζηὶ θαὶ ἡ ΓΜ ηῆο ΑΖ [ εἰ γὰξ κή, νὐδ' ἄξα πάιηλ ηὰ ΑΒ, ΓΓ 

                                                 
1 ΧΙ.32 Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 
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тело АΒ једнако телу ΓΓ, а постоји и тело ΓΦ, а једнаке (величине) су у истој 

размери према истој (величини) [V.7]1, биће тело АΒ према телу ΓΦ као и тело ΓΓ 

према телу ΓΦ. Но тело АΒ је према телу ΓΦ као основа ЕΘ према основи ΝΠ, јер 

су тела АΒ и ΓΦ са истим висинама [ΥΗ.32]. Тело ΓΓ је према телу ΓΦ као основа 

МΠ према основи ТΠ и висина ΓМ према висини ΓТ. Према томе је основа ЕΘ 

према основи ΝΠ као висина МΓ према висини ΓТ. Но ΓТ је једнако АΖ, и на овај 

начин је основа ЕΘ према основи ΝΠ као МΓ према АΖ. Дакле, основе 

паралелепипеда АΒ и ΓΓ обрнуто су пропорционалне висинама. 

Даље, нека основе паралелепипеда АΒ и ΓΓ буду обрнуто пропорционалне 

висинама и нека је основа ЕΘ према основи ΝΠ као висина тела ΓΓ према висини 

тела АΒ. Тврдим да је тело АΒ једнако телу ΓΓ. 

[Заиста,] нека су поново конструисане бочне ивице управне на основама. И ако је 

основа ЕΘ једнака основи ΝΠ, и основа ЕΘ је према основи ΝΠ као висина тела 

ΓΓ према висини тела АΒ, биће висина тела ΓΓ једнака висини тела АΒ.  

 

 
 

Пошто су паралелепипеди са једнаким основама и са истим висинама једнаки међу 

собом [ΥΗ.31]2, биће тело АΒ једнако телу ΓΓ. 

Нека основа ЕΘ није једнака [основи] ΝΠ, него је већа ЕΘ. Према томе је и висина 

тела ΓΓ већа од висине тела АΒ, тј. ΓМ од АΖ. Одмеримо поново ΓТ једнако АΖ и 

на сличан начин допунимо тело ΓΦ. Пошто је основа ЕΘ према основи МΠ као МΓ 

према АΖ, а АΖ је једнако ΓТ, биће основа ЕΘ према основи МΠ као МΓ према 

ΓТ. Али [основа] ЕΘ је према основи ΝΠ као тело АΒ према телу ΓΦ, јер су тела 

ζηεξεὰ ἴζα ἔζηαη: ὑπόθεηηαη δὲ ἴζα ]. θείζζσ νὖλ ηῇ ΑΖ ἴζε ἡ ΓΣ, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ 

ἀπὸ βάζεσο κὲλ ηῆο ΝΠ, ὕςνπο δὲ ηνῦ ΓΣ, ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηὸ ΦΓ. θαὶ ἐπεὶ 
ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ, ἔμσζελ δὲ ηὸ ΓΦ, ηὰ δὲ ἴζα πξὸο ηὸ αὐηὸ ηὸλ 

αὐηὸλ ἔρεη ιόγνλ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ, νὕησο ηὸ ΓΓ 

ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ. ἀιι' ὡο κὲλ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ, νὕησο 

ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ: ἰζνπςῆ γὰξ ηὰ ΑΒ, ΓΦ ζηεξεά: ὡο δὲ ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ 

πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ, νὕησο ἡ ΜΠ βάζηο πξὸο ηὴλ ΣΠ βάζηλ θαὶ ἡ ΓΜ πξὸο ηὴλ ΓΣ: θαὶ 
ὡο ἄξα ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ἡ ΜΓ πξὸο ηὴλ ΓΣ. ἴζε δὲ ἡ ΓΣ ηῇ ΑΖ: 

θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ἡ ΜΓ πξὸο ηὴλ ΑΖ. ηῶλ ΑΒ, ΓΓ 

ἄξα ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ. Πάιηλ δὴ ηῶλ 

ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπνλζέησζαλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαὶ ἔζησ 

ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ 

ζηεξενῦ ὕςνο: ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ. Ἔζησζαλ [ γὰξ ] 

πάιηλ αἱ ἐθεζηεθπῖαη πξὸο ὀξζὰο ηαῖο βάζεζηλ, θαὶ εἰ κὲλ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΔΘ βάζηο ηῇ ΝΠ 

βάζεη, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο 

πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο, ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ θαὶ ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο ηῷ ηνῦ ΑΒ 

ζηεξενῦ ὕςεη.  

 

 
 

ηὰ δὲ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ἴζα ἀιιήινηο 

ἐζηίλ: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ. Μὴ ἔζησ δὴ ἡ ΔΘ βάζηο ηῇ ΝΠ [ 

βάζεη ] ἴζε, ἀιι' ἔζησ κείδσλ ἡ ΔΘ: κεῖδνλ ἄξα ἐζηὶ θαὶ ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο ηνῦ 

ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνπο, ηνπηέζηηλ ἡ ΓΜ ηῆο ΑΖ. θείζζσ ηῇ ΑΖ ἴζε πάιηλ ἡ ΓΣ, θαὶ 

ζπκπεπιεξώζζσ ὁκνίσο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ. ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, 

                                                 
1 V.7 Једнаке величине су пема истој величини у истој размери и иста величина је према једнаким величинама у истој размери. 
2 ΧΙ.31 Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу собом. 
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АΒ и ΓΦ са једнаким висинама [ΥΗ.32]. Но ΓМ је према ΓТ као основа МΠ према 

основи ΠТ [VI.1]1  и тело ΓΓ према телу ΓΦ [ΥΗ.25]2. Према томе је тело АΒ према 

телу ΓΦ као тело ΓΓ према телу ΓΦ. Дакле свако од тела АΒ и ΓΓ је у истом 

односу према ΓΦ. На овај начин, тело АΒ је једнако телу ΓΓ [V.9]3. [А то је 

требало доказати]. 

Нека сад конструисане бочне ивице ΕЕ, ΒΛ, ΖА, ΘК, ΞΝ, ΓО, МΓ, ΡΠ нису 

управне на својим основама. Повуцимо кроз тачке Ε, Ζ, Β, К, Ξ, М, Γ, Ρ нормале 

на равни ЕΘ и ΝΠ и нека њихова подножја у тим равнима буду тачке , Т, Τ, Φ, Ζ, 

Φ, Χ,  па допунимо тела ΕΦ и ΞΧ.  

Тврдим, да су и у том случају, под условима да су тела АΒ и ΓΓ једнака, основе 

обрнуто пропорционалне висинама, наиме: основа ЕΘ је према основи ΝΠ као 

висина тела ΓΓ према висини тела АΒ. 

Пошто је тело АΒ једнако телу ΓΓ, а тело АΒ једнако телу ΒТ, јер су са истом 

основом ΕК и са истом висином [ΥΗ.294, ΥΗ.305] [а крајеви бочних ивица нису на 

истим правима]. И тело ΓΓ једнако је телу ΓΦ, јер су опет са истом основом ΡΞ и 

са истом висином [ΥΗ.29, ΥΗ.30] [а крајеви бочних ивица нису на истим правима]. 

Према томе и тело ΒТ једнако је телу ΓΦ. [Код једнаких паралелепипеда, под 

условом да су висине управне на основе, основе су обрнуто пропорционалне 

висинама]. Према томе је основа ΕК према основи ΞΡ као висина тела ΓΦ према 

висини тела ΒТ [на основу првог дела овог става]. Но основа ΕК је једнака основи 

ЕΘ, а основа ΞΡ једнака основи ΝΠ. Према томе је основа ЕΘ према основи ΝΠ 

као висина тела ΓΦ према висини тела ΒТ. Али су висине код тела ΓΦ и ΒТ исте 

као и код тела ΓΓ и ΒА. Према томе је основа ЕΘ према основи ΝΠ као висина 

тела ΓΓ према висини тела АΒ. На овај начин, код паралелепипеда АΒ и ΓΓ 

основе су обрнуто пропорционалне висинама. 

Нека су сад код паралелепипеда АΒ и ΓΓ основе обрнуто пропорционалне 

висинама, наиме: основа ЕΘ је према основи ΝΠ као висина тела ΓΓ према висини 

тела АΒ. Тврдим да су тела АΒ и ΓΓ једнака. 

Заиста, са истим конструкцијама, пошто је основа ЕΘ према основи ΝΠ као висина 

тела ΓΓ према висини тела АΒ, а основа ЕΘ једнака је основи ΕК и основа ΝΠ 

основи ΞΡ, биће основа ΕК према основи ΞΡ као висина тела ΓΓ према висини 

тела АΒ. Али су тела АΒ и ΓΓ са истим висинама као и тела ΒТ и ΓΦ. Према томе 

је основа ΕК према основи ΞΡ као висина тела ΓΦ према висини тела ΒТ. Основе 

паралелепипеда ΒТ и ΓΦ су обрнуто пропорционалне висинама [тела оних 

паралелепипеда код којих су висине управне на основама, а основе обрнуто 

пропорционалне висинама, једнака су]. Према томе је тело ΒТ једнако телу ΓΦ [на 

основу првог дела овог става]. Но ΒТ је једнако ΒА, пошто су са истом основом, 

νὕησο ἡ ΜΓ πξὸο ηὴλ ΑΖ, ἴζε δὲ ἡ ΑΖ ηῇ ΓΣ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ 

βάζηλ, νὕησο ἡ ΓΜ πξὸο ηὴλ ΓΣ. ἀιι' ὡο κὲλ ἡ ΔΘ [ βάζηο ] πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο 

ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ: ἰζνπςῆ γάξ ἐζηη ηὰ ΑΒ, ΓΦ ζηεξεά: ὡο δὲ ἡ ΓΜ 

πξὸο ηὴλ ΓΣ, νὕησο ἥ ηε ΜΠ βάζηο πξὸο ηὴλ ΠΣ βάζηλ θαὶ ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ 

ζηεξεόλ. θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ, νὕησο ηὸ ΓΓ ζηεξεὸλ πξὸο 

ηὸ ΓΦ ζηεξεόλ: ἑθάηεξνλ ἄξα ηῶλ ΑΒ, ΓΓ πξὸο ηὸ ΓΦ ηὸλ αὐηὸλ ἔρεη ιόγνλ. ἴζνλ ἄξα 

ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ [ ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη ]. Μὴ ἔζησζαλ δὴ αἱ ἐθεζηεθπῖαη 

αἱ ΕΔ, ΒΛ, ΖΑ, ΘΚ, ΞΝ, ΓΟ, ΜΓ, ΡΠ πξὸο ὀξζὰο ηαῖο βάζεζηλ αὐηῶλ, θαὶ ἤρζσζαλ 

ἀπὸ ηῶλ Ε, Ζ, Β, Κ, Ξ, Μ, Γ, Ρ ζεκείσλ ἐπὶ ηὰ δηὰ ηῶλ ΔΘ, ΝΠ ἐπίπεδα θάζεηνη θαὶ 

ζπκβαιιέησζαλ ηνῖο ἐπηπέδνηο θαηὰ ηὰ , Σ, Τ, Φ, Υ, Φ, Χ, #2, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ ηὰ 

ΕΦ, ΞΧ ζηεξεά: ιέγσ, ὅηη θαὶ νὕησο ἴζσλ ὄλησλ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ ἀληηπεπόλζαζηλ 

αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ 

ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο. πεὶ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ 

ζηεξεῷ, ἀιιὰ ηὸ κὲλ ΑΒ ηῷ ΒΣ ἐζηηλ ἴζνλ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο ΕΚ 

θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο [ ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη νὐθ εἰζὶλ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ ]: ηὸ δὲ ΓΓ 

ζηεξεὸλ ηῷ ΓΦ ἐζηηλ ἴζνλ: ἐπί ηε γὰξ πάιηλ ηῆο αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο ΡΞ θαὶ ὑπὸ ηὸ 

αὐηὸ ὕςνο [ ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη νὐθ εἰζὶλ ἐπὶ ηῶλ αὐηῶλ εὐζεηῶλ ]: θαὶ ηὸ ΒΣ ἄξα 

ζηεξεὸλ ηῷ ΓΦ ζηεξεῷ ἴζνλ ἐζηίλ [ ηῶλ δὲ ἴζσλ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ, ὧλ ηὰ 

ὕςε πξὸο ὀξζάο ἐζηη ηαῖο βάζεζηλ αὐηῶλ, ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ ]. 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΕΚ βάζηο πξὸο ηὴλ ΞΡ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΦ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ 

ηνῦ ΒΣ ζηεξενῦ ὕςνο. ἴζε δὲ ἡ κὲλ ΕΚ βάζηο ηῇ ΔΘ βάζεη, ἡ δὲ ΞΡ βάζηο ηῇ ΝΠ 

βάζεη: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΦ ζηεξενῦ ὕςνο 

πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΣ ζηεξενῦ ὕςνο. ηὰ δ' αὐηὰ ὕςε ἐζηὶ ηῶλ ΓΦ, ΒΣ ζηεξεῶλ θαὶ ηῶλ ΓΓ, 

ΒΑ: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο 

πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο. ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ἄξα ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ 

ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ. Πάιηλ δὴ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ 

παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπνλζέησζαλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαὶ ἔζησ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο 

πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο: 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΒ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ. Σῶλ γὰξ αὐηῶλ θαηαζθεπαζζέλησλ, 

ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ ΔΘ βάζηο πξὸο ηὴλ ΝΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ 

ηνῦ ΑΒ ζηεξενῦ ὕςνο, ἴζε δὲ ἡ κὲλ ΔΘ βάζηο ηῇ ΕΚ βάζεη, ἡ δὲ ΝΠ ηῇ ΞΡ, ἔζηηλ ἄξα 

ὡο ἡ ΕΚ βάζηο πξὸο ηὴλ ΞΡ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΓ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΑΒ 

ζηεξενῦ ὕςνο. ηὰ δ' αὐηὰ ὕςε ἐζηὶ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ ζηεξεῶλ θαὶ ηῶλ ΒΣ, ΓΦ: ἔζηηλ ἄξα ὡο 

ἡ ΕΚ βάζηο πξὸο ηὴλ ΞΡ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΓΦ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΣ 

ζηεξενῦ ὕςνο. ηῶλ ΒΣ, ΓΦ ἄξα ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο 

                                                 
1 VI.1 Троугли и паралелограми исте висине се односе један према другом као основице. 
2 ΧΙ.25 Ако је паралелепипед пресечен са равни паралелном његовим супротним паралелним равнима, односиће се основа према основи као тело према телу. 
3 V.9 Величине, које су према истој величини у истој размери, једнаке су међу собом, и величине према којим је иста величина у истој размери једнаке су. 
4 ΧΙ.29 Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији су крајеви на истим правима - једнаки су међу собом. 
5 ΧΙ.30 Паралелепипеди са истом основом, истом висином и бочним ивицама чији крајеви нису на истим правима - једнаки су међу собом. 
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ΕК, и са истом висином [ΥΗ.29, ΥΗ.30] [а крајеви њихових бочних ивица нису на 

истим правим]. И тело ΓΦ једнако је телу ΓΓ [ΥΗ.29, ΥΗ.30] [пошто су и она са 

истом основом ΞΡ и са истом висином, а крајеви бочних ивица нису на истим 

правима]. 

 

На овај начин, тело АΒ је једнако телу ΓΓ. А то је требало доказати. 

ηνῖο ὕςεζηλ [ ὧλ δὲ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ ηὰ ὕςε πξὸο ὀξζάο ἐζηη ηαῖο βάζεζηλ 

αὐηῶλ, ἀληηπεπόλζαζη δὲ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, ἴζα ἐζηὶλ ἐθεῖλα ]: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΣ 

ζηεξεὸλ ηῷ ΓΦ ζηεξεῷ. ἀιιὰ ηὸ κὲλ ΒΣ ηῷ ΒΑ ἴζνλ ἐζηίλ: ἐπί ηε γὰξ ηῆο αὐηῆο 

βάζεσο [ εἰζη ] ηῆο ΕΚ θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο [ ὧλ αἱ ἐθεζηῶζαη νὐθ εἰζὶλ ἐπὶ ηῶλ 

αὐηῶλ εὐζεηῶλ ]. ηὸ δὲ ΓΦ ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ ἴζνλ ἐζηίλ [ ἐπί ηε γὰξ πάιηλ ηῆο 

αὐηῆο βάζεώο εἰζη ηῆο ΞΡ θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο θαὶ νὐθ ἐλ ηαῖο αὐηαῖο εὐζείαηο ].  

 

θαὶ ηὸ ΑΒ ἄξα ζηεξεὸλ ηῷ ΓΓ ζηεξεῷ ἐζηηλ ἴζνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XΙ. 35 

 

Ако су дата два једнака равна угла и кроз њихова темена повучене, изнад 

равни тих углова, праве, које које образују једнаке углове са крацима углова, 

свака са сваким, па се на повученим правима узму произвољне тачке и из 

њих спусте нормале на равни полазних углова, и подножја тих нормала споје 

са теменима полазних углова, биће углови између тих спојница и ван равни 

повучених правих једнаки међу собом. 
 

Нека су ΒΑΓ и ЕΓΕ два праволинијска угла и АΖ и ΓМ из тачака А и Γ повучене 

ван равни тих углова праве, које образују једнаке углове са крацима полазних 

углова, свака са сваким, угао МΓЕ једнак је углу ΖΑΒ и угао МΓΕ - углу ΖΑΓ; 

нека су на правима АΖ и ΓМ узете произвољне тачке Ζ и М, из тачака Ζ и М, 

спуштене нормале на равни кроз ΒΑΓ и кроз ЕΓΕ, нека су тачке Ν и Λ подножја 

нормала МΝ и ΖΛ на тим равнима и повучене спојнице ΛА и ΝΓ.  

 

 
 

Тврдим да је угао ΖАΛ једнак углу МΓΖ. 

 

Узмимо АΘ једнако ΓМ и повуцимо кроз тачку Θ праву ΘК паралелну ΖΛ. Пошто 

је ΖΛ нормална на равни кроз ΒΑΓ, биће и ΘК нормална на равни кроз ΒΑΓ 

[ΥΗ.8]1. Повуцимо из тачака К и Ν нормале КΓ, ΝΕ, КΒ, ΝЕ на праве АΓ, ΓΕ, АΒ, 

Ἐὰλ ὦζη δύν γσλίαη ἐπίπεδνη ἴζαη, ἐπὶ δὲ ηῶλ θνξπθῶλ αὐηῶλ κεηέσξνη εὐζεῖαη 

ἐπηζηαζῶζηλ ἴζαο γσλίαο πεξηέρνπζαη κεηὰ ηῶλ ἐμ ἀξρῆο εὐζεηῶλ ἑθαηέξαλ 

ἑθαηέξᾳ, ἐπὶ δὲ ηῶλ κεηεώξσλ ιεθζῇ ηπρόληα ζεκεῖα, θαὶ ἀπ' αὐηῶλ ἐπὶ ηὰ 

ἐπίπεδα, ἐλ νἷο εἰζηλ αἱ ἐμ ἀξρῆο γσλίαη, θάζεηνη ἀρζῶζηλ, ἀπὸ δὲ ηῶλ γελνκέλσλ 

ζεκείσλ ἐλ ηνῖο ἐπηπέδνηο ἐπὶ ηὰο ἐμ ἀξρῆο γσλίαο ἐπηδεπρζῶζηλ εὐζεῖαη, ἴζαο 

γσλίαο πεξηέμνπζη κεηὰ ηῶλ κεηεώξσλ.  

 

Ἔζησζαλ δύν γσλίαη εὐζύγξακκνη ἴζαη αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΔΓΕ, ἀπὸ δὲ ηῶλ Α, Γ ζεκείσλ 

κεηέσξνη εὐζεῖαη ἐθεζηάησζαλ αἱ ΑΖ, ΓΜ ἴζαο γσλίαο πεξηέρνπζαη κεηὰ ηῶλ ἐμ ἀξρῆο 

εὐζεηῶλ ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ, ηὴλ κὲλ ὑπὸ ΜΓΔ ηῇ ὑπὸ ΖΑΒ, ηὴλ δὲ ὑπὸ ΜΓΕ ηῇ ὑπὸ 

ΖΑΓ, θαὶ εἰιήθζσ ἐπὶ ηῶλ ΑΖ, ΓΜ ηπρόληα ζεκεῖα ηὰ Ζ, Μ, θαὶ ἤρζσζαλ ἀπὸ ηῶλ Ζ, 

Μ ζεκείσλ ἐπὶ ηὰ δηὰ ηῶλ ΒΑΓ, ΔΓΕ ἐπίπεδα θάζεηνη αἱ ΖΛ, ΜΝ, θαὶ ζπκβαιιέησζαλ 

ηνῖο ἐπηπέδνηο θαηὰ ηὰ Ν, Λ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΛΑ, ΝΓ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΖΑΛ γσλία ηῇ ὑπὸ ΜΓΝ γσλίᾳ.  

 

Κείζζσ ηῇ ΓΜ ἴζε ἡ ΑΘ, θαὶ ἤρζσ δηὰ ηνῦ Θ ζεκείνπ ηῇ ΖΛ παξάιιεινο ἡ ΘΚ. ἡ δὲ 

ΖΛ θάζεηόο ἐζηηλ ἐπὶ ηὸ δηὰ ηῶλ ΒΑΓ ἐπίπεδνλ: θαὶ ἡ ΘΚ ἄξα θάζεηόο ἐζηηλ ἐπὶ ηὸ δηὰ 

ηῶλ ΒΑΓ ἐπίπεδνλ. ἤρζσζαλ ἀπὸ ηῶλ Κ, Ν ζεκείσλ ἐπὶ ηὰο ΑΒ, ΑΓ, ΓΕ, ΓΔ εὐζείαο 

θάζεηνη αἱ ΚΓ, ΝΕ, ΚΒ, ΝΔ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΘΓ, ΓΒ, ΜΕ, ΕΔ. ἐπεὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΘΑ 

                                                 
1 ΧΙ.8 Ако су две праве паралелне и једна од њих управна на некој равни, биће и друга управна на тој равни. 
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ΓЕ и узмимо спојнице ΘΓ, ΓΒ, МΕ, ΕЕ. Пошто је квадрат на ΘА једнак збиру 

квадрата на ΘК и КА, а квадрат на КА једнак збиру квадрата на КΓ и на ΓА [I.47]1, 

биће квадрат на ΘА једнак збиру квадрата на ΘК, на КΓ и на ΓА. А пошто је збир 

квадрата на ΘК и на КΓ једнак квадрату на ΘΓ [I.47], биће квадрат на ΘА једнак 

збиру квадрата на ΘΓ и на ΓА. Према томе је угао ΘΓА прав [I.48]2. Из истих 

разлога и угао ΓΕМ је прав. Дакле, угао ΘАΓ једнак је углу МΓΕ. Постоје два 

троугла МΓΕ и ΘАΓ, који имају по два једнака угла, сваки сваком, и по једну 

једнаку страну, ΘА једнаку МΓ, спрам једнаких углова. Према томе су и остале 

стране једнаке осталим странама [I.26]3. Значи и АΓ једнака је ΓΕ. Слично се 

доказује да је и АΒ једнака ΓЕ [и то овако: спојимо ΘΒ и МЕ. Пошто је квадрат на 

АΘ једнак збиру квадрата на АК и на КΘ, а квадрат на АК једнак збиру квадрата 

на АΒ и на ΒК, биће збир квадрата на АΒ, на ΒК и на КΘ једнак квадрату на АΘ. 

Али збир квадрата на ΒК и КΘ једнак је квадрату на ΒΘ, јер је угао ΘКΒ прав, као 

угао нормале на основној равни. Према томе је квадрат на АΘ једнак збиру 

квадрата на АΒ и ΒΘ. Значи угао АΒΘ је прав. Из истих разлога и угао ΓЕМ је 

прав. А и угао ΒАΘ једнак је углу ЕΓМ по претпоставци, и АΘ је једнако ΓМ, 

значи и АΒ је једнако ΓЕ]. Пошто је сад АΓ једнако ΓΕ и АΒ једнако ΓЕ, две дужи 

ΓА и АΒ једнаке су двема дужима ΕΓ и ΓЕ, а и угао ΓАΒ једнак је углу ΕΓЕ, биће 

основица ΒΓ једнака основици ЕΕ, троугао - троуглу и остали углови осталим 

угловима [I.4]4, те према томе је и угао АΓΒ једнак углу ΓΕЕ. А такође је и прав 

угао А К једнак правом углу ЗН. Дакле и преостали угао Б К једнак је 

преосталом углу ЕΕΖ. Из истих разлога и угао ΓΒК једнак је углу ΕЕΝ. Постоје 

два троугла ΒΓК и ЕΕΝ, који имају по два једнака угла, сваки сваком и по једну 

једнаку страну ΒΓ и ЕΕ спрам једнаких углова, према томе су и остале стране 

једнаке осталим странама [I.26]. Значи да је ΓК једнако ΕΝ. А и АΓ једнако ΓΕ. 

Две дужи АΓ и ΓК једнаке су двема дужима ΓΕ и ΕΝ и чине праве углове. Према 

томе и основица АК једнака је основици ΓΝ [I.4]. И пошто је АΘ једнако ΓМ, биће 

једнак и квадрат на АΘ квадрату на ΓМ. Али квадрат на АΘ једнак је збиру 

квадрата на АК и на КΘ, јер је угао АКΘ прав [I.47]. И квадрат на ΓМ једнак је 

збиру квадрата на ΓΝ и на ΝΜ, јер је угао ΓΝΜ прав [I.47]. На тај начин збир 

квадрата на АК и на КΘ једнак је збиру квадрата на ΓΝ и ΝМ, од којих је квадрат 

на АК једнак квадрату на ΓΝ, па је стога и преостали квадрат на КΘ једнак 

квадрату на ΝМ. Према томе је ΘК једнако МΝ. И пошто су две дужи ΘА и АК 

једнаке двема дужима МΓ и ΓΝ, свака свакој, и основица ΘК једнака основици 

МΝ, биће и угао ΘАК једнак углу МΓΝ [I.8]5. 

 

ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΘΚ, ΚΑ, ηῷ δὲ ἀπὸ ηῆο ΚΑ ἴζα ἐζηὶ ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΚΓ, ΓΑ, θαὶ ηὸ 

ἀπὸ ηῆο ΘΑ ἄξα ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΘΚ, ΚΓ, ΓΑ. ηνῖο δὲ ἀπὸ ηῶλ ΘΚ, ΚΓ ἴζνλ ἐζηὶ 
ηὸ ἀπὸ ηῆο ΘΓ: ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΘΑ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΘΓ, ΓΑ. ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἡ 

ὑπὸ ΘΓΑ γσλία. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΕΜ γσλία ὀξζή ἐζηηλ. ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ 

ΑΓΘ γσλία ηῇ ὑπὸ ΓΕΜ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΘΑΓ ηῇ ὑπὸ ΜΓΕ ἴζε. δύν δὴ ηξίγσλά ἐζηη 

ηὰ ΜΓΕ, ΘΑΓ δύν γσλίαο δπζὶ γσλίαηο ἴζαο ἔρνληα ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ θαὶ κίαλ πιεπξὰλ 

κηᾷ πιεπξᾷ ἴζελ ηὴλ ὑπνηείλνπζαλ ὑπὸ κίαλ ηῶλ ἴζσλ γσληῶλ ηὴλ ΘΑ ηῇ ΜΓ: θαὶ ηὰο 

ινηπὰο ἄξα πιεπξὰο ηαῖο ινηπαῖο πιεπξαῖο ἴζαο ἕμεη ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ. ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ 

ΑΓ ηῇ ΓΕ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΔ ἐζηηλ ἴζε [ νὕησο: ἐπεδεύρζσζαλ αἱ 
ΘΒ, ΜΔ. θαὶ ἐπεὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΘ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΑΚ, ΚΘ, ηῷ δὲ ἀπὸ ηῆο ΑΚ 

ἴζα ἐζηὶ ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΑΒ, ΒΚ, ηὰ ἄξα ἀπὸ ηῶλ ΑΒ, ΒΚ, ΚΘ ἴζα ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ΑΘ. ἀιιὰ 

ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΒΚ, ΚΘ ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΒΘ: ὀξζὴ γὰξ ἡ ὑπὸ ΘΚΒ γσλία δηὰ ηὸ θαὶ 
ηὴλ ΘΚ θάζεηνλ εἶλαη ἐπὶ ηὸ ὑπνθείκελνλ ἐπίπεδνλ: ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΑΘ ἴζνλ ἐζηὶ ηνῖο 

ἀπὸ ηῶλ ΑΒ, ΒΘ: ὀξζὴ ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γσλία. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΔΜ 

γσλία ὀξζή ἐζηηλ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΘ γσλία ηῇ ὑπὸ ΔΓΜ ἴζε: ὑπόθεηληαη γάξ: θαὶ 

ἔζηηλ ἡ ΑΘ ηῇ ΓΜ ἴζε: ἴζε ἄξα ἐζηὶ θαὶ ἡ ΑΒ ηῇ ΓΔ ]. ἐπεὶ νὖλ ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΑΓ ηῇ 

ΓΕ, ἡ δὲ ΑΒ ηῇ ΓΔ, δύν δὴ αἱ ΓΑ, ΑΒ δπζὶ ηαῖο ΕΓ, ΓΔ ἴζαη εἰζίλ. ἀιιὰ θαὶ γσλία ἡ 

ὑπὸ ΓΑΒ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΕΓΔ ἐζηηλ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΒΓ βάζεη ηῇ ΔΕ ἴζε ἐζηὶ θαὶ ηὸ 

ηξίγσλνλ ηῷ ηξηγώλῳ θαὶ αἱ ινηπαὶ γσλίαη ηαῖο ινηπαῖο γσλίαηο: ἴζε ἄξα ἡ ὑπὸ ΑΓΒ 

γσλία ηῇ ὑπὸ ΓΕΔ. ἔζηη δὲ θαὶ ὀξζὴ ἡ ὑπὸ ΑΓΚ ὀξζῇ ηῇ ὑπὸ ΓΕΝ ἴζε: θαὶ ινηπὴ ἄξα 

ἡ ὑπὸ ΒΓΚ ινηπῇ ηῇ ὑπὸ ΔΕΝ ἐζηηλ ἴζε. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ὑπὸ ΓΒΚ ηῇ ὑπὸ ΕΔΝ 

ἐζηηλ ἴζε. δύν δὴ ηξίγσλά ἐζηη ηὰ ΒΓΚ, ΔΕΝ [ ηὰο ] δύν γσλίαο δπζὶ γσλίαηο ἴζαο 

ἔρνληα ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ θαὶ κίαλ πιεπξὰλ κηᾷ πιεπξᾷ ἴζελ ηὴλ πξὸο ηαῖο ἴζαηο γσλίαηο 

ηὴλ ΒΓ ηῇ ΔΕ: θαὶ ηὰο ινηπὰο ἄξα πιεπξὰο ηαῖο ινηπαῖο πιεπξαῖο ἴζαο ἕμνπζηλ. ἴζε ἄξα 

ἐζηὶλ ἡ ΓΚ ηῇ ΕΝ. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΑΓ ηῇ ΓΕ ἴζε: δύν δὴ αἱ ΑΓ, ΓΚ δπζὶ ηαῖο ΓΕ, ΕΝ ἴζαη 

εἰζίλ: θαὶ ὀξζὰο γσλίαο πεξηέρνπζηλ. βάζηο ἄξα ἡ ΑΚ βάζεη ηῇ ΓΝ ἴζε ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ 

ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΘ ηῇ ΓΜ, ἴζνλ ἐζηὶ θαὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΘ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΓΜ. ἀιιὰ ηῷ κὲλ ἀπὸ 

ηῆο ΑΘ ἴζα ἐζηὶ ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΑΚ, ΚΘ: ὀξζὴ γὰξ ἡ ὑπὸ ΑΚΘ: ηῷ δὲ ἀπὸ ηῆο ΓΜ ἴζα ηὰ 

ἀπὸ ηῶλ ΓΝ, ΝΜ: ὀξζὴ γὰξ ἡ ὑπὸ ΓΝΜ: ηὰ ἄξα ἀπὸ ηῶλ ΑΚ, ΚΘ ἴζα ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ 

ηῶλ ΓΝ, ΝΜ, ὧλ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΚ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΓΝ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ ἀπὸ ηῆο ΚΘ 

ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΝΜ: ἴζε ἄξα ἡ ΘΚ ηῇ ΜΝ. θαὶ ἐπεὶ δύν αἱ ΘΑ, ΑΚ δπζὶ ηαῖο ΜΓ, 

ΓΝ ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ, θαὶ βάζηο ἡ ΘΚ βάζεη ηῇ ΜΝ ἐδείρζε ἴζε, γσλία ἄξα ἡ 

ὑπὸ ΘΑΚ γσλίᾳ ηῇ ὑπὸ ΜΓΝ ἐζηηλ ἴζε.  

 

                                                 
1 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
2 I.48 Ако је код троугла квадрат на једној страни једнак квадратима на осталим двема странама, онда је угао који образују ове две стране прав. 
3 I.26 Ако су код два троугла два угла једног једнаки двама угловима другог, и то одговарајућим, и једна страна једног једнака једној страни другог или она на којој су једнаки углови или 

она што је спрам једног од једнаких углова, онда су и остале стране једнаке осталим странама, и то одговарајућим, а преостали угао једнак је преосталом углу. 
4 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
5 I.8 Ако су у два троугла две стране једнаке двема одговарајућим странама другог, и основице им једнаке, морају бити једнаки и углови које образују једнаке стране. 
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На овај начин, ако су дата два једнака равна угла и тако даље како је у тексту 

теореме. [А то је требало доказати]. 

 

Последица 

 

Из овог је јасно, да ако постоје два једнака равна угла и ако су кроз њихова темена 

повучене изнад равни тих углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са 

крацима полазних углова, свака са сваким, биће нормале, повучене из крајева тих 

дужи на равни полазних углова, једнаке међу собом. А то је требало доказати. 

ὰλ ἄξα ὦζη δύν γσλίαη ἐπίπεδνη ἴζαη θαὶ ηὰ ἑμῆο ηῆο πξνηάζεσο [ ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη ].  

 

Πόξηζκα 

 

θ δὴ ηνύηνπ θαλεξόλ, ὅηη, ἐὰλ ὦζη δύν γσλίαη ἐπίπεδνη ἴζαη, ἐπηζηαζῶζη δὲ ἐπ' αὐηῶλ 

κεηέσξνη εὐζεῖαη ἴζαη ἴζαο γσλίαο πεξηέρνπζαη κεηὰ ηῶλ ἐμ ἀξρῆο εὐζεηῶλ ἑθαηέξαλ 

ἑθαηέξᾳ, αἱ ἀπ' αὐηῶλ θάζεηνη ἀγόκελαη ἐπὶ ηὰ ἐπίπεδα, ἐλ νἷο εἰζηλ αἱ ἐμ ἀξρῆο γσλίαη, 

ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ. ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XI. 36 

 

Ако су три дужи (непрекидно) пропорционалне, биће запремина 

паралелепипеда састављеног од њих (као ивица) једнака запремини 

једнакоивичног паралелепипеда, састављеног од средње дужи са угловима 

једнаким угловима полазног (паралелепипеда). 
 

Нека су А, Β, Γ три (непрекидно) пропорционалне дужи, тј. нека је А према Β као 

Β према Γ.  

 

Тврдим, да је запремина паралелепипеда са ивицама А, Β, Γ једнака запремини 

једнакоивичног паралелепипеда са ивицом Β и са угловима једнаким угловима 

првог паралелепипеда. 

 

Конструишимо код тачке Е рогаљ обухваћен са ΓΔΖ, ΖΔΕ и ΕΔΓ, одмеримо ΓЕ, 

ΖЕ, ЕΕ сваку једнаку дужи Β и допунимо паралелепипед ЕК. Одмеримо затим ΛМ 

једнако А, конструишимо на дужи ΛМ, код тачке Λ, рогаљ једнак рогљу код тачке 

Е, обухваћен угловима ΝΛΞ, ΞΛΜ и МΛΝ и одмеримо ΛΞ једнако Β и ΛΝ једнако 

Γ.  

 

 
 

Пошто је А према Β као Β према Γ, а А је једнако ΛМ, Β сваком од ΛΞ и ЕΓ, и Γ 

једнако ΛΝ, биће ΛМ према ЕΕ као ΓЕ према ΛΝ. А код једнаких углова ΝΛМ и 

ΓΔΕ краци су обрнуто пропорционални, према томе је паралелограм МΝ једнак 

паралелограму ΓΕ [VI.14]1. И пошто су два равна праволинијска угла ΓΔΕ и ΝΛМ 

једнака и над њима су конструисане једна другој једнаке дужи ΛΞ и ЕΖ, које са 

полазним правима образују једнаке углове, сваки сваком, биће једнаке међу собом 

Ἐὰλ ηξεῖο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ ὦζηλ, ηὸ ἐθ ηῶλ ηξηῶλ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ 

ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο κέζεο ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ ἰζνπιεύξῳ κέλ, ἰζνγσλίῳ 

δὲ ηῷ πξνεηξεκέλῳ.  

 

Ἔζησζαλ ηξεῖο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ αἱ Α, Β, Γ, ὡο ἡ Α πξὸο ηὴλ Β, νὕησο ἡ Β πξὸο ηὴλ Γ:  

 

ιέγσ, ὅηη ηὸ ἐθ ηῶλ Α, Β, Γ ζηεξεὸλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο Β ζηεξεῷ ἰζνπιεύξῳ κέλ, 

ἰζνγσλίῳ δὲ ηῷ πξνεηξεκέλῳ.  

 

θθείζζσ ζηεξεὰ γσλία ἡ πξὸο ηῷ Δ πεξηερνκέλε ὑπὸ ηῶλ ὑπὸ ΓΔΖ, ΖΔΕ, ΕΔΓ, θαὶ 
θείζζσ ηῇ κὲλ Β ἴζε ἑθάζηε ηῶλ ΓΔ, ΖΔ, ΔΕ, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσ ηὸ ΔΚ ζηεξεὸλ 

παξαιιειεπίπεδνλ, ηῇ δὲ Α ἴζε ἡ ΛΜ, θαὶ ζπλεζηάησ πξὸο ηῇ ΛΜ εὐζείᾳ θαὶ ηῷ πξὸο 

αὐηῇ ζεκείῳ ηῷ Λ ηῇ πξὸο ηῷ Δ ζηεξεᾷ γσλίᾳ ἴζε ζηεξεὰ γσλία ἡ πεξηερνκέλε ὑπὸ 

ηῶλ ΝΛΞ, ΞΛΜ, ΜΛΝ, θαὶ θείζζσ ηῇ κὲλ Β ἴζε ἡ ΛΞ, ηῇ δὲ Γ ἴζε ἡ ΛΝ.  

 

 
 

θαὶ ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ Α πξὸο ηὴλ Β, νὕησο ἡ Β πξὸο ηὴλ Γ, ἴζε δὲ ἡ κὲλ Α ηῇ ΛΜ, ἡ δὲ Β 

ἑθαηέξᾳ ηῶλ ΛΞ, ΔΓ, ἡ δὲ Γ ηῇ ΛΝ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΛΜ πξὸο ηὴλ ΔΕ, νὕησο ἡ ΓΔ 

πξὸο ηὴλ ΛΝ. θαὶ πεξὶ ἴζαο γσλίαο ηὰο ὑπὸ ΝΛΜ, ΓΔΕ αἱ πιεπξαὶ ἀληηπεπόλζαζηλ: ἴζνλ 

ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΜΝ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΓΕ παξαιιεινγξάκκῳ. θαὶ ἐπεὶ δύν γσλίαη 

ἐπίπεδνη εὐζύγξακκνη ἴζαη εἰζὶλ αἱ ὑπὸ ΓΔΕ, ΝΛΜ, θαὶ ἐπ' αὐηῶλ κεηέσξνη εὐζεῖαη 

ἐθεζηᾶζηλ αἱ ΛΞ, ΔΖ ἴζαη ηε ἀιιήιαηο θαὶ ἴζαο γσλίαο πεξηέρνπζαη κεηὰ ηῶλ ἐμ ἀξρῆο 

εὐζεηῶλ ἑθαηέξαλ ἑθαηέξᾳ, αἱ ἄξα ἀπὸ ηῶλ Ζ, Ξ ζεκείσλ θάζεηνη ἀγόκελαη ἐπὶ ηὰ δηὰ 

ηῶλ ΝΛΜ, ΓΔΕ ἐπίπεδα ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ: ὥζηε ηὰ ΛΘ, ΔΚ ζηεξεὰ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ 

                                                 
1 VI.14 Код једнаких паралелограма са једнаким угловима стране које образују једнаке углове су обрнуто пропорционалне; а и паралелограми са једнаким угловима и обрнуто 

пропорционално странама који образују једнаке углове једнаки су. 
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и нормале спуштене из тачака Ζ и Ξ на равни кроз ΝΛМ и кроз ΓΔΕ 

[ΥΗ.35.Последица]1. Према томе су тела ΛΘ и ЕК, свако, исте висине. А 

паралелепипеди са једнаким основама и истим висинама једнаки су међу собом 

[ΥΗ.31]2. Због тога је тело ΘΛ једнако телу ЕК. А тело ΛΘ састављено од А, Β, Γ, а 

тело ЕК од Β. 

 

На овај начин, запремина паралелепипеда састављеног од А, Β, Γ једнака је 

запремини једнакоивичног паралелепипеда састављеног од Β, са угловима 

једнаким угловима првог паралелепипеда. А то је требало доказати. 

ὕςνο ἐζηίλ. ηὰ δὲ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ἴζα 

ἀιιήινηο ἐζηίλ: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΘΛ ζηεξεὸλ ηῷ ΔΚ ζηεξεῷ. θαί ἐζηη ηὸ κὲλ ΛΘ ηὸ ἐθ 

ηῶλ Α, Β, Γ ζηεξεόλ, ηὸ δὲ ΔΚ ηὸ ἀπὸ ηῆο Β ζηεξεόλ:  

 

ηὸ ἄξα ἐθ ηῶλ Α, Β, Γ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ἴζνλ ἐζηὶ ηῷ ἀπὸ ηῆο Β ζηεξεῷ 

ἰζνπιεύξῳ κέλ, ἰζνγσλίῳ δὲ ηῷ πξνεηξεκέλῳ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.35.Последица Ако постоје два једнака равна угла и ако су кроз њихова темена повучене изнад равни тих углова једнаке дужи, које образују једнаке углове са крацима полазних углова, 

свака са сваким, биће нормале, повучене из крајева тих дужи на равни полазних углова, једнаке међу собом.  
2 ΧΙ.31 Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу собом. 
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XI. 37 

 

Ако су четири дужи пропорционалне, пропорционални су и слични 

паралелепипеди, слично конструисани на тим дужима. И ако су слични 

паралелепипеди, а слично конструисани на дужима, пропорционални, онда су 

пропорционалне и саме ове дужи. 

 

Нека су АΒ, ΓΓ, ЕΕ, ΖΘ четири пропорционалне дужи, наиме: АΒ је према ΓΓ као 

ЕΕ према ΖΘ. Конструишимо на АΒ, ΓΓ, ЕΕ и ΖΘ сличне и слично конструисане 

паралепипеде КА, ΛΓ, МЕ и ΝΖ.  

 

 
 

Тврдим да је КА према ΛΓ као МЕ према ΝΖ. 

 

Заиста, пошто је паралелепипед КА сличан ΛΓ, биће размера КА према ΛΓ трипут 

виша од размере АΒ према ΓΓ [ΥΗ.33]1. Из истих разлога је размера МЕ према ΝΖ 

трипут виша од размере ЕΕ према ΖΘ [ΥΗ.33]. А како је АΒ према ΓΓ као ЕΕ 

према ΖΘ, биће и АК према ΛΓ као тело МЕ према ΝΖ. 

Но нека је тело АК према телу ΛΓ као тело МЕ према ΝΖ. Тврдим, да је дуж АΒ 

према ΓΓ као ЕΕ према ΖΘ. 

Заиста, пошто је, опет, размера КА према ΛΓ трипут виша од размере АΒ према 

ΓΓ [ΥΗ.33], а и МЕ је према ΝΖ у размери трипут вишој од размере ЕΕ према ΖΘ 

[ΥΗ.33], а КА је према ΛΓ као МЕ према ΝΖ, биће и АΒ према ΓΓ као ЕΕ према 

ΖΘ. 

 

На овај начин, ако су четири дужи пропорционалне, онда су и тако даље, као у 

тексту теореме. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ ηέζζαξεο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ ὦζηλ, θαὶ ηὰ ἀπ' αὐηῶλ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα 

ὅκνηά ηε θαὶ ὁκνίσο ἀλαγξαθόκελα ἀλάινγνλ ἔζηαη: θαὶ ἐὰλ ηὰ ἀπ' αὐηῶλ 

ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ὅκνηά ηε θαὶ ὁκνίσο ἀλαγξαθόκελα ἀλάινγνλ ᾖ, θαὶ 
αὐηαὶ αἱ εὐζεῖαη ἀλάινγνλ ἔζνληαη.  

 

Ἔζησζαλ ηέζζαξεο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ αἱ ΑΒ, ΓΓ, ΔΕ, ΖΘ, ὡο ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΓ, 

νὕησο ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΖΘ, θαὶ ἀλαγεγξάθζσζαλ ἀπὸ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ, ΔΕ, ΖΘ ὅκνηά ηε θαὶ 
ὁκνίσο θείκελα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ΚΑ, ΛΓ, ΜΔ, ΝΖ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ηὸ ΚΑ πξὸο ηὸ ΛΓ, νὕησο ηὸ ΜΔ πξὸο ηὸ ΝΖ.  

 

πεὶ γὰξ ὅκνηόλ ἐζηη ηὸ ΚΑ ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηῷ ΛΓ, ηὸ ΚΑ ἄξα πξὸο ηὸ ΛΓ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΓ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ ΜΔ πξὸο ηὸ ΝΖ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΖΘ. θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΓ, 

νὕησο ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΖΘ. θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ΑΚ πξὸο ηὸ ΛΓ, νὕησο ηὸ ΜΔ πξὸο ηὸ ΝΖ. 

Ἀιιὰ δὴ ἔζησ ὡο ηὸ ΑΚ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΛΓ ζηεξεόλ, νὕησο ηὸ ΜΔ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ 

ΝΖ: ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒ εὐζεῖα πξὸο ηὴλ ΓΓ, νὕησο ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΖΘ. πεὶ γὰξ 

πάιηλ ηὸ ΚΑ πξὸο ηὸ ΛΓ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΓ, ἔρεη δὲ θαὶ 

ηὸ ΜΔ πξὸο ηὸ ΝΖ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἤπεξ ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΖΘ, θαί ἐζηηλ ὡο ηὸ ΚΑ 

πξὸο ηὸ ΛΓ, νὕησο ηὸ ΜΔ πξὸο ηὸ ΝΖ, θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΓ, νὕησο ἡ ΔΕ 

πξὸο ηὴλ ΖΘ.  

 

ὰλ ἄξα ηέζζαξεο εὐζεῖαη ἀλάινγνλ ὦζη θαὶ ηὰ ἑμῆο ηῆο πξνηάζεσο: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙ.33 Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере хомологних ивица. 
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XI. 38 

 

Ако су ивице наспрамних страна коцке (куба) преполовљене и кроз деоне 

тачке повучене равни, заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се 

полове. 
 

Заиста, нека су ивице наспрамних страна ΓΕ и АΘ коцке ΛΕ преполовљене 

тачкама К, Λ, М, Ν, Ξ, Π, О, Ρ, кроз пресеке конструисане равни КΝ и ΞΡ, чији је 

заједнички пресек Τ, и ΓΖ дијагонала коцке.  

 

 
 

Тврдим да су једнаке дужи: ΤΣ са Т и ΓТ са ТΖ. 

 

Заиста, спојимо ΓΤ, YЕ, Β и Ζ. Пошто је ΓΞ паралелно са ОЕ, биће унакрсни 

углови ΓΞΤ и ΤОЕ једнаки међу собом [I.29]1. И пошто је ΓΞ једнако ОЕ и ΞΤ 

једнако ΤО и обухватају једнаке углове, биће основица ΓΤ једнака ΤЕ, троугао 

ΓΞΤ једнак троуглу ОΤЕ, а остали углови једнаки осталим угловима [I.4]2. Према 

томе је угао ΞΤΓ једнак углу ОΤЕ. Због тога је ΓΤЕ права линија [Η.14]3. Из истих 

разлога је и ΒΖ права линија и Β једнако Ζ. И пошто је ΓА једнако и 

Ἐὰλ θύβνπ ηῶλ ἀπελαληίνλ ἐπηπέδσλ αἱ πιεπξαὶ δίρα ηκεζῶζηλ, δηὰ δὲ ηῶλ 

ηνκῶλ ἐπίπεδα ἐθβιεζῇ, ἡ θνηλὴ ηνκὴ ηῶλ ἐπηπέδσλ θαὶ ἡ ηνῦ θύβνπ δηάκεηξνο 

δίρα ηέκλνπζηλ ἀιιήιαο.  

 

Κύβνπ γὰξ ηνῦ ΑΕ ηῶλ ἀπελαληίνλ ἐπηπέδσλ ηῶλ ΓΕ, ΑΘ αἱ πιεπξαὶ δίρα 

ηεηκήζζσζαλ θαηὰ ηὰ Κ, Λ, Μ, Ν, Ξ, Π, Ο, Ρ ζεκεῖα, δηὰ δὲ ηῶλ ηνκῶλ ἐπίπεδα 

ἐθβεβιήζζσ ηὰ ΚΝ, ΞΡ, θνηλὴ δὲ ηνκὴ ηῶλ ἐπηπέδσλ ἔζησ ἡ Τ, ηνῦ δὲ ΑΕ θύβνπ 

δηαγώληνο ἡ ΓΖ. 

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΤΣ ηῇ Σ, ἡ δὲ ΓΣ ηῇ ΣΖ.  

 

πεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΓΤ, ΤΔ, Β, Ζ. θαὶ ἐπεὶ παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΓΞ ηῇ ΟΔ, αἱ 

ἐλαιιὰμ γσλίαη αἱ ὑπὸ ΓΞΤ, ΤΟΔ ἴζαη ἀιιήιαηο εἰζίλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΓΞ ηῇ 

ΟΔ, ἡ δὲ ΞΤ ηῇ ΤΟ, θαὶ γσλίαο ἴζαο πεξηέρνπζηλ, βάζηο ἄξα ἡ ΓΤ ηῇ ΤΔ ἐζηηλ ἴζε, θαὶ 
ηὸ ΓΞΤ ηξίγσλνλ ηῷ ΟΤΔ ηξηγώλῳ ἐζηὶλ ἴζνλ θαὶ αἱ ινηπαὶ γσλίαη ηαῖο ινηπαῖο γσλίαηο 

ἴζαη: ἴζε ἄξα ἡ ὑπὸ ΞΤΓ γσλία ηῇ ὑπὸ ΟΤΔ γσλίᾳ. δηὰ δὴ ηνῦην εὐζεῖά ἐζηηλ ἡ ΓΤΔ. 

δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΒΖ εὐζεῖά ἐζηηλ, θαὶ ἴζε ἡ Β ηῇ Ζ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΓΑ ηῇ ΓΒ ἴζε 

ἐζηὶ θαὶ παξάιιεινο, ἀιιὰ ἡ ΓΑ θαὶ ηῇ ΔΖ ἴζε ηέ ἐζηη θαὶ παξάιιεινο, θαὶ ἡ ΓΒ ἄξα 

                                                 
1 I.29 Ако права сече две паралелне праве, она гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла са исте стране 

једнака двама правим угловима. 
2 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 
један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
3 Ι.14 Ако ма са којом правом, у истој тачки на њој, две друге праве са различитих страна прве праве граде суседне углове, који заједно образују два права угла, те две праве морају се 

налазити у истој правој. 
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паралелно са ΓΒ, а ΓА је једнако и паралелно и са ЕΖ, биће ΓΒ једнако и 

паралелно са ЕΖ [ΥΗ.9]1. А спајају их дужи ΓЕ и ΒΖ. Према томе су паралелне и 

дужи ΓЕ и ΒΖ [I.33]2. Због тога је угао ЕΓТ једнак углу ΒΖТ, јер су унакрсни 

[I.29], а и угао ΓТΤ једнак је углу ΖΣ [I.15]3. Постоје два троугла ΓΣΤ, ΖΣ, који 

имају два угла једнака са два угла и једну страну једнаку једној страни, спрам 

једнаких углова, тј. ΓΤ и Ζ, јер су половине дужи ΓЕ и ΒΖ. Стога су и остале 

стране једнаке осталим странама [Η.26]4. Према томе је ΓТ једнако ΖТ и ΤТ 

једнако Т. 

 

На овај начин, ако су ивице наспрамних страна коцке (куба) преполовљене и кроз 

деоне тачке повучене равни, заједнички пресек тих равни и дијагонала коцке се 

полове. А то је требало доказати. 

ηῇ ΔΖ ἴζε ηέ ἐζηη θαὶ παξάιιεινο. θαὶ ἐπηδεπγλύνπζηλ αὐηὰο εὐζεῖαη αἱ ΓΔ, ΒΖ: 

παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΓΔ ηῇ ΒΖ. ἴζε ἄξα ἡ κὲλ ὑπὸ ΔΓΣ γσλία ηῇ ὑπὸ ΒΖΣ: 

ἐλαιιὰμ γάξ: ἡ δὲ ὑπὸ ΓΣΤ ηῇ ὑπὸ ΖΣ. δύν δὴ ηξίγσλά ἐζηη ηὰ ΓΣΤ, ΖΣ ηὰο δύν 

γσλίαο ηαῖο δπζὶ γσλίαηο ἴζαο ἔρνληα θαὶ κίαλ πιεπξὰλ κηᾷ πιεπξᾷ ἴζελ ηὴλ 

ὑπνηείλνπζαλ ὑπὸ κίαλ ηῶλ ἴζσλ γσληῶλ ηὴλ ΓΤ ηῇ Ζ: ἡκίζεηαη γάξ εἰζη ηῶλ ΓΔ, ΒΖ: 

θαὶ ηὰο ινηπὰο πιεπξὰο ηαῖο ινηπαῖο πιεπξαῖο ἴζαο ἕμεη. ἴζε ἄξα ἡ κὲλ ΓΣ ηῇ ΣΖ, ἡ δὲ 

ΤΣ ηῇ Σ.  

 

ὰλ ἄξα θύβνπ ηῶλ ἀπελαληίνλ ἐπηπέδσλ αἱ πιεπξαὶ δίρα ηκεζῶζηλ, δηὰ δὲ ηῶλ ηνκῶλ 

ἐπίπεδα ἐθβιεζῇ, ἡ θνηλὴ ηνκὴ ηῶλ ἐπηπέδσλ θαὶ ἡ ηνῦ θύβνπ δηάκεηξνο δίρα 

ηέκλνπζηλ ἀιιήιαο: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 ΧΙ.9 Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, паралелне су међу собом. 
2 I.33 Праве што спајају са истих страна крајеве једнаких и паралелних дужи саме су једнаке и паралелне. 
3 I. 15 Ако се две праве секу, оне образују унакрсне углове, који су једнаки један другоме. 
4 Ι.26 Ако су код два троугла два угла једног једнаки двама угловима другог, и то одговарајућим, и једна страна једног једнака једној страни другог или она на којој су једнаки углови или 

она што је спрам једног од једнаких углова, онда су и остале стране једнаке осталим странама, и то одговарајућим, а преостали угао једнак је преосталом углу. 
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XI. 39 

 

Ако је код једне од две призме са истом висином основа паралелограм, а код 

друге троугао и паралелограм двапут већи од троугла, призме су једнаке. 
 

Нека су АΒΓΓΔΕ и ΖΘΚΛΜΝ две призме са истим висинама и нека је код једне 

основа паралелограм АΕ, код друге троугао ΖΘΚ и паралелограм АΕ двапут већи 

од троугла ΖΘΚ.  

 

 
 

Тврдим, да је призма АΒΓΓΔΕ једнака призми ΖΘΚΛΜΝ. 

 

Заиста, допунимо тела АΞ и ΖО. Пошто је паралелограм АΕ двапут већи од 

троугла ΖΘК, а паралелограм ΘК исто тако двапут већи од троугла ΖΘК [I.34]1, 

биће паралелограм АΕ једнак паралелограму ΘК. Како су паралелепипеди са 

једнаким основама и истим висинама једнаки међу собом [ΥΗ.31]2, биће тело АΞ 

једнако телу ΖО. Но призма АΒΓΓΔΕ је половина тела АΞ, а призма ΖΘΚΛΜΝ је 

половина тела ΖО [ΥΗ.28]3. Према томе је и призма АΒΓΓΔΕ једнака призми 

ΖΘΚΛΜΝ. 

 

На овај начин, ако је код једне од две призме са истом висином основа 

паралелограм, а код друге троугао и паралелограм двапут већи од троугла, призме 

су једнаке. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ ᾖ δύν πξίζκαηα ἰζνπςῆ, θαὶ ηὸ κὲλ ἔρῃ βάζηλ παξαιιειόγξακκνλ, ηὸ δὲ 

ηξίγσλνλ, δηπιάζηνλ δὲ ᾖ ηὸ παξαιιειόγξακκνλ ηνῦ ηξηγώλνπ, ἴζα ἔζηαη ηὰ 

πξίζκαηα.  

 

Ἔζησ δύν πξίζκαηα ἰζνπςῆ ηὰ ΑΒΓΓΔΕ, ΖΘΚΛ ΜΝ, θαὶ ηὸ κὲλ ἐρέησ βάζηλ ηὸ ΑΕ 

παξαιιειόγξακκνλ, ηὸ δὲ ηὸ ΖΘΚ ηξίγσλνλ, δηπιάζηνλ δὲ ἔζησ ηὸ ΑΕ 

παξαιιειόγξακκνλ ηνῦ ΖΘΚ ηξηγώλνπ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΑΒΓΓΔΕ πξίζκα ηῷ ΖΘΚΛΜΝ πξίζκαηη. πκπεπιεξώζζσ γὰξ 

ηὰ ΑΞ, ΖΟ ζηεξεά. ἐπεὶ δηπιάζηόλ ἐζηη ηὸ ΑΕ παξαιιειόγξακκνλ ηνῦ ΖΘΚ ηξηγώλνπ, 

ἔζηη δὲ θαὶ ηὸ ΘΚ παξαιιειόγξακκνλ δηπιάζηνλ ηνῦ ΖΘΚ ηξηγώλνπ, ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ 

ΑΕ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΘΚ παξαιιεινγξάκκῳ. ηὰ δὲ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ὄληα 

ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα θαὶ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ἴζα ἀιιήινηο ἐζηίλ: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ 

ΑΞ ζηεξεὸλ ηῷ ΖΟ ζηεξεῷ. θαί ἐζηη ηνῦ κὲλ ΑΞ ζηεξενῦ ἥκηζπ ηὸ ΑΒΓΓΔΕ πξίζκα, 

ηνῦ δὲ ΖΟ ζηεξενῦ ἥκηζπ ηὸ ΖΘΚΛΜΝ πξίζκα: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΒΓΓΔΕ πξίζκα ηῷ 

ΖΘΚΛΜΝ πξίζκαηη.  

 

ὰλ ἄξα ᾖ δύν πξίζκαηα ἰζνπςῆ, θαὶ ηὸ κὲλ ἔρῃ βάζηλ παξαιιειόγξακκνλ, ηὸ δὲ 

ηξίγσλνλ, δηπιάζηνλ δὲ ᾖ ηὸ παξαιιειόγξακκνλ ηνῦ ηξηγώλνπ, ἴζα ἐζηὶ ηὰ πξίζκαηα: 

ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
2 ΧΙ.31 Паралелепипеди са једнаким основама и истом висином једнаки су међу собом. 
3 ΧΙ.28 Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дијагонале наспрамних страна, тело је преполовљено том равни. 


