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ΧΙΙ.10 

 

Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако имају исту основу и 

једнаке висине. 
 

Нека купа и ваљак имају исти круг АΒΓΓ за основу и једнаке висине.  

 

Тврдим да је купа трећина ваљка, тј. да је ваљак трипут већи од купе. 

 

Заиста, ако ваљак није трипут већи од купе, он ће бити већи или више но трипута 

или мање но трипута. Нека прво буде већи више но трипута. Упишимо у круг 

АΒΓΓ квадрат АΒΓΓ [IV.6]1.  

 

 
 

Тај квадрат је већи од половине круга АΒΓΓ. Конструишимо над квадратом АΒΓΓ 

призму са висином једнаком висини ваљка. Конструисана призма је већа од 

половине ваљка, јер, ако око круга АΒΓΓ опишемо квадрат [IV.7]2, уписани 

квадрат је половина описаног, а тела конструисана над њима су призме једнаких 

висина. А како су призме једнаких висина у размери њихових основа [ΥΗ.32]3, 

биће призма конструисана над квадратом АΒΓΓ једнака половини призме над 

квадратом описаним око круга АΒΓΓ [ΥΗ.284,ΥΗΗ.65, ΥΗΗ.7.Последица1]. А како је 

Πᾶο θῶλνο θπιίλδξνπ ηξίηνλ κέξνο ἐζηὶ ηνῦ ηὴλ αὐηὴλ βάζηλ ἔρνληνο αὐηῷ θαὶ 
ὕςνο ἴζνλ.  

 

ρέησ γὰξ θῶλνο θπιίλδξῳ βάζηλ ηε ηὴλ αὐηὴλ ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ θαὶ ὕςνο ἴζνλ:  

 

ιέγσ, ὅηη ὁ θῶλνο ηνῦ θπιίλδξνπ ηξίηνλ ἐζηὶ κέξνο, ηνπηέζηηλ ὅηη ὁ θύιηλδξνο ηνῦ 

θώλνπ ηξηπιαζίσλ ἐζηίλ.  

 

Δἰ γὰξ κή ἐζηηλ ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ ηξηπιαζίσλ, ἔζηαη ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ ἤηνη 

κείδσλ ἢ ηξηπιαζίσλ ἢ ἐιάζζσλ ἢ ηξηπιαζίσλ. ἔζησ πξόηεξνλ κείδσλ ἢ ηξηπιαζίσλ, 

θαὶ ἐγγεγξάθζσ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηεηξάγσλνλ ηὸ ΑΒΓΓ:  

 

 
 

ηὸ δὴ ΑΒΓΓ ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ. θαὶ ἀλεζηάησ 

ἀπὸ ηνῦ ΑΒΓΓ ηεηξαγώλνπ πξίζκα ἰζνπςὲο ηῷ θπιίλδξῳ. ηὸ δὴ ἀληζηάκελνλ πξίζκα 

κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θπιίλδξνπ, ἐπεηδήπεξ θἂλ πεξὶ ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ 

ηεηξάγσλνλ πεξηγξάςσκελ, ηὸ ἐγγεγξακκέλνλ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηεηξάγσλνλ ἥκηζύ 

ἐζηη ηνῦ πεξηγεγξακκέλνπ: θαί ἐζηη ηὰ ἀπ' αὐηῶλ ἀληζηάκελα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα 

πξίζκαηα ἰζνπςῆ: ηὰ δὲ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα πξὸο ἄιιειά 

ἐζηηλ ὡο αἱ βάζεηο: θαὶ ηὸ ἐπὶ ηνῦ ΑΒΓΓ ἄξα ηεηξαγώλνπ ἀλαζηαζὲλ πξίζκα ἥκηζύ 

ἐζηη ηνῦ ἀλαζηαζέληνο πξίζκαηνο ἀπὸ ηνῦ πεξὶ ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ πεξηγξαθέληνο 

ηεηξαγώλνπ: θαί ἐζηηλ ὁ θύιηλδξνο ἐιάηησλ ηνῦ πξίζκαηνο ηνῦ ἀλαζηαζέληνο ἀπὸ ηνῦ 

πεξὶ ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ πεξηγξαθέληνο ηεηξαγώλνπ: ηὸ ἄξα πξίζκα ηὸ ἀλαζηαζὲλ ἀπὸ 

                                                 
1 IV.6 У дати круг уписати квадрат. 
2 IV.7 Око датог круга описати квадрат. 
3 ΧΙ.32 Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 
4 ΧΙ.28 Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дијагонале наспрамних страна, тело је преполовљено том равни. 
5 ΧΙΙ.6 Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у основама у размери су једна према другој као основе. 
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ваљак мањи од призме конструисане над квадратом описаним око круга АΒΓΓ, 

биће призма конструисана над квадратом АБ  са висином једнаком висини 

ваљка веће од половине ваљка. Преполовимо кружне лукове АΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓА 

тачкама Е, Ε, Ζ, Θ и повуцимо АЕ, ЕΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘА. Тада је сваки од 

троуглова АЕΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘА већи од половине отсечка круга АΒΓΓ, како смо 

раније доказали [ΥΗΗ.2]2. Конструишимо над сваким од троуглова АЕΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, 

ΓΘА призму која има висину једнаку висини ваљка. Тада је и свака од 

конструисаних призама већа од половине отсечка ваљка, јер, ако кроз тачке Е, Ε, 

Ζ, Θ повучемо праве паралелне са АΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓА допунимо паралелограме на 

АΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓА и над њима конструишемо паралелепипеде са висинама једнаким 

висини ваљка, половина сваког је призма конструисана над троугловима АЕΒ, 

ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘА. И отсечци ваљка су мањи од конструисаних паралелепипеда. На 

тај начин су призме конструисане над троугловима АЕΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘА веће од 

половине отсечака. Ако преполовимо преостале кружне лукове, повучемо праве и 

конструишемо над сваким троуглом призму са висином ваљка, онда, поступајући 

тако непрекидно, добићемо на крају такве отсечке ваљка чији ће збир бити мањи 

од разлике ваљка и утростручене купе [X.1]3. Нека је то постигнуто са отсечцима 

АЕ, ЕΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘА. тада је преостала призма, са основом 

многоуглом АЕΒΕΓΖΓΘ и висином ваљка, већа од утростручене купе. Но призма 

којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ у основи и висина једнака висини ваљка једнака је 

трострукој пирамиди којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ основа и врх у врху купе 

[ΥΗΗ.7.Последица]4. Према томе је пирамида којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ 

основа и врх у врху купе већа од купе са кругом АΒΓΓ у основи, али је она и 

мања, јер је она обухваћена купом. А то је немогуће. Према томе ваљак неће бити 

од утростручене купе. 

Тврдим да ваљак неће бити ни мањи од утростручене купе. 

Заиста, ако је могуће, нека ваљак буде мањи од утростручене купе; значи, 

обрнуто, купа је већа од трећине ваљка. Упишимо у круг АΒΓΓ квадрат АΒΓΓ. 

Тада је квадрат АΒΓΓ већи од половине круга АΒΓΓ. Конструишимо над 

квадратом АΓΒΓ пирамиду са врхом у врху купе. Конструисана пирамида је већа 

од половине купе, јер, како смо већ доказали, ако опишемо око круга квадрат, 

квадрат АΒΓΓ биће једнак половини квадрата описаног око круга. И ако на 

квадратима конструишемо паралелепипеде, који се зову и призме, са висинама 

једнаким висини купе, биће призма конструисана над квадратом АΒΓΓ половина 

призме конструисана над квадратом описаним око круга, јер су оне у размери 

једна према другој као основе [ΥΗ.32]. А у истој су размери и њихове трећине. 

ηνῦ ΑΒΓΓ ηεηξαγώλνπ ἰζνπςὲο ηῷ θπιίλδξῳ κεῖδόλ ἐζηη ηνῦ ἡκίζεσο ηνῦ θπιίλδξνπ. 

ηεηκήζζσζαλ αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ πεξηθέξεηαη δίρα θαηὰ ηὰ Δ, Ε, Ζ, Θ ζεκεῖα, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΔ, ΔΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘΑ: θαὶ ἕθαζηνλ ἄξα ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, 

ΓΖΓ, ΓΘΑ ηξηγώλσλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ ΑΒΓΓ 

θύθινπ, ὡο ἔκπξνζζελ ἐδείθλπκελ. ἀλεζηάησ ἐθ' ἑθάζηνπ ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘΑ 

ηξηγώλσλ πξίζκαηα ἰζνπςῆ ηῷ θπιίλδξῳ: θαὶ ἕθαζηνλ ἄξα ηῶλ ἀλαζηαζέλησλ 

πξηζκάησλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ θπιίλδξνπ, 

ἐπεηδήπεξ ἐὰλ δηὰ ηῶλ Δ, Ε, Ζ, Θ ζεκείσλ παξαιιήινπο ηαῖο ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ 

ἀγάγσκελ, θαὶ ζπκπιεξώζσκελ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ παξαιιειόγξακκα, θαὶ ἀπ' 

αὐηῶλ ἀλαζηήζσκελ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ἰζνπςῆ ηῷ θπιίλδξῳ, ἑθάζηνπ ηῶλ 

ἀλαζηαζέλησλ ἡκίζε ἐζηὶ ηὰ πξίζκαηα ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘΑ ηξηγώλσλ: 

θαί ἐζηη ηὰ ηνῦ θπιίλδξνπ ηκήκαηα ἐιάηηνλα ηῶλ ἀλαζηαζέλησλ ζηεξεῶλ 

παξαιιειεπηπέδσλ: ὥζηε θαὶ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘΑ ηξηγώλσλ πξίζκαηα 

κείδνλά ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηῶλ θαζ' ἑαπηὰ ηνῦ θπιίλδξνπ ηκεκάησλ. ηέκλνληεο δὴ ηὰο 

ὑπνιεηπνκέλαο πεξηθεξείαο δίρα θαὶ ἐπηδεπγλύληεο εὐζείαο θαὶ ἀληζηάληεο ἐθ' ἑθάζηνπ 

ηῶλ ηξηγώλσλ πξίζκαηα ἰζνπςῆ ηῷ θπιίλδξῳ θαὶ ηνῦην ἀεὶ πνηνῦληεο θαηαιείςνκέλ 

ηηλα ἀπνηκήκαηα ηνῦ θπιίλδξνπ, ἃ ἔζηαη ἐιάηηνλα ηῆο ὑπεξνρῆο, ᾗ ὑπεξέρεη ὁ 

θύιηλδξνο ηνῦ ηξηπιαζίνπ ηνῦ θώλνπ. ιειείθζσ, θαὶ ἔζησ ηὰ ΑΔ, ΔΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, 

ΓΘ, ΘΑ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΔΒΕ ΓΖΓΘ πνιύγσλνλ, ὕςνο δὲ ηὸ 

αὐηὸ ηῷ θπιίλδξῳ, κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηξηπιάζηνλ ηνῦ θώλνπ. ἀιιὰ ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο 

κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΒΕΓΖΓΘ πνιύγσλνλ, ὕςνο δὲ ηὸ αὐηὸ ηῷ θπιίλδξῳ, ηξηπιάζηόλ ἐζηη 

ηῆο ππξακίδνο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΒΕΓΖΓΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ἡ αὐηὴ ηῷ 

θώλῳ: θαὶ ἡ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κὲλ [ ἐζηη ] ηὸ ΑΔΒΕΓΖΓΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ 

ἡ αὐηὴ ηῷ θώλῳ, κείδσλ ἐζηὶ ηνῦ θώλνπ ηνῦ βάζηλ ἔρνληνο ηὸλ ΑΒ ΓΓ θύθινλ. ἀιιὰ 

θαὶ ἐιάηησλ: ἐκπεξηέρεηαη γὰξ ὑπ' αὐηνῦ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὁ 

θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ κείδσλ ἢ ηξηπιάζηνο. Λέγσ δή, ὅηη νὐδὲ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ἢ 

ηξηπιάζηνο ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἔζησ ἐιάηησλ ἢ ηξηπιάζηνο ὁ 

θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ: ἀλάπαιηλ ἄξα ὁ θῶλνο ηνῦ θπιίλδξνπ κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηξίηνλ 

κέξνο. ἐγγεγξάθζσ δὴ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηεηξάγσλνλ ηὸ ΑΒΓΓ: ηὸ ΑΒΓΓ ἄξα 

ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ. θαὶ ἀλεζηάησ ἀπὸ ηνῦ ΑΒΓΓ 

ηεηξαγώλνπ ππξακὶο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζα ηῷ θώλῳ: ἡ ἄξα ἀλαζηαζεῖζα ππξακὶο 

κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θώλνπ, ἐπεηδήπεξ, ὡο ἔκπξνζζελ ἐδείθλπκελ, ὅηη 

ἐὰλ πεξὶ ηὸλ θύθινλ ηεηξάγσλνλ πεξηγξάςσκελ, ἔζηαη ηὸ ΑΒΓΓ ηεηξάγσλνλ ἥκηζπ ηνῦ 

πεξὶ ηὸλ θύθινλ πεξηγεγξακκέλνπ ηεηξαγώλνπ: θαὶ ἐὰλ ἀπὸ ηῶλ ηεηξαγώλσλ ζηεξεὰ 

                                                                                                                                                                                                                          
1 ΧΙΙ.7.Последица ... да је свака пирамида трећи део оне призме која има исту основу и исту висину [јер ако би призма имала као основу неку другу, сем троугла, праволинијску слику, као и 
наспрамну слику, та призма се може поделити на призме којима су основе троуглови и са наспрамним троугловима, и цела основа према свакој ...].  
2 ΧΙΙ.2 Кругови се односе један према другом као квадрати на пречницима. 
3 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 
која је мања од дате мање величине. 
4 ΧΙΙ.7.Последица ... да је свака пирамида трећи део оне призме која има исту основу и исту висину [јер ако би призма имала као основу неку другу, сем троугла, праволинијску слику, као и 

наспрамну слику, та призма се може поделити на призме којима су основе троуглови и са наспрамним троугловима, и цела основа према свакој ...].  
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Према томе је пирамида којој је квадрат АΒΓΓ у основи половина пирамиде 

конструисане над квадратом описаним око круга. А пирамида конструисана над 

квадратом описаним око круга је већа од купе, јер она купу обухвата. Према томе 

је пирамида којој је квадрат АΒΓΓ у основи и врх у врху купе већа од половине 

купе. преполовимо кружне лукове АΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓА тачкама Е, Ε, Ζ, Θ и повуцимо 

АЕ, ЕΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘА; тада је сваки од троуглова АЕΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘА 

већи од половине одговарајућег отсечка круга. Сад конструишемо над сваким од 

троуглова АЕΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘА пирамиду са истим врхом као и купа. Свака од 

конструисаних пирамида биће, на основу изведених расуђивања, већа од 

половине одговарајућег отсечка купе. Ако преполовимо преостале кружне лукове, 

повучемо праве и конструишемо над сваким од троуглова пирамиду са врхом у 

врху купе, онда ћемо, тако поступајући непрестано, добити на крају такве отсечке 

купе, чији ће збир бити мањи од разлике купе и трећег дела ваљка [X.1]. Нека је 

то постигнуто са отсечцима АЕ, ЕΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘА. Тада је преостала 

пирамида којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ у основи и врх у врху купе, већа од 

трећине ваљка. Али је пирамида којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ основа и врх у 

врху купе трећине призме којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ у основи и висина 

једнака висини ваљка. Према томе је призма којој је многоугао АЕΒΕΓΖΓΘ у 

основи и висина једнака висини ваљка већа од ваљка са кругом АБΓΓ у основи. 

Али је она и мања, јер је ваљак обухвата. А то је немогуће. На овај начин ваљак 

неће бити мањи од утростручене купе. А доказано је да неће бити ни већи од 

утростручене купе.  

 

Према томе је ваљак утростручена купа, дакле купа је трећина ваљка. 

На овај начин је свака купа трећина ваљка, ако имају исту основу и једнаке 

висине. А то је требало доказати. 

παξαιιειεπίπεδα ἀλαζηήζσκελ ἰζνπςῆ ηῷ θώλῳ, ἃ θαὶ θαιεῖηαη πξίζκαηα, ἔζηαη ηὸ 

ἀλαζηαζὲλ ἀπὸ ηνῦ ΑΒΓΓ ηεηξαγώλνπ ἥκηζπ ηνῦ ἀλαζηαζέληνο ἀπὸ ηνῦ πεξὶ ηὸλ 

θύθινλ πεξηγξαθέληνο ηεηξαγώλνπ: πξὸο ἄιιεια γάξ εἰζηλ ὡο αἱ βάζεηο. ὥζηε θαὶ ηὰ 

ηξίηα: θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο ηὸ ΑΒΓΓ ηεηξάγσλνλ, ἥκηζύ ἐζηη ηῆο ππξακίδνο ηῆο 

ἀλαζηαζείζεο ἀπὸ ηνῦ πεξὶ ηὸλ θύθινλ πεξηγξαθέληνο ηεηξαγώλνπ. θαί ἐζηη κείδσλ ἡ 

ππξακὶο ἡ ἀλαζηαζεῖζα ἀπὸ ηνῦ πεξὶ ηὸλ θύθινλ ηεηξαγώλνπ ηνῦ θώλνπ: ἐκπεξηέρεη 

γὰξ αὐηόλ. ἡ ἄξα ππξακὶο, ἧο βάζηο ηὸ ΑΒΓΓ ηεηξάγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ἡ αὐηὴ ηῷ 

θώλῳ, κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θώλνπ. ηεηκήζζσζαλ αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, ΓΑ 

πεξηθέξεηαη δίρα θαηὰ ηὰ Δ, Ε, Ζ, Θ ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΑΔ, ΔΒ, ΒΕ, ΕΓ, ΓΖ, 

ΖΓ, ΓΘ, ΘΑ: θαὶ ἕθαζηνλ ἄξα ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘΑ ηξηγώλσλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ 

ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ. θαὶ ἀλεζηάησζαλ ἐθ' 

ἑθάζηνπ ηῶλ ΑΔΒ, ΒΕΓ, ΓΖΓ, ΓΘΑ ηξηγώλσλ ππξακίδεο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζαη 

ηῷ θώλῳ: θαὶ ἑθάζηε ἄξα ηῶλ ἀλαζηαζεηζῶλ ππξακίδσλ θαηὰ ηὸλ αὐηὸλ ηξόπνλ 

κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θαζ' ἑαπηὴλ ηκήκαηνο ηνῦ θώλνπ. ηέκλνληεο δὴ ηὰο 

ὑπνιεηπνκέλαο πεξηθεξείαο δίρα θαὶ ἐπηδεπγλύληεο εὐζείαο θαὶ ἀληζηάληεο ἐθ' ἑθάζηνπ 

ηῶλ ηξηγώλσλ ππξακίδα ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζαλ ηῷ θώλῳ θαὶ ηνῦην ἀεὶ πνηνῦληεο 

θαηαιείςνκέλ ηηλα ἀπνηκήκαηα ηνῦ θώλνπ, ἃ ἔζηαη ἐιάηηνλα ηῆο ὑπεξνρῆο, ᾗ ὑπεξέρεη 

ὁ θῶλνο ηνῦ ηξίηνπ κέξνπο ηνῦ θπιίλδξνπ. ιειείθζσ, θαὶ ἔζησ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΑΔ, ΔΒ, ΒΕ, 

ΕΓ, ΓΖ, ΖΓ, ΓΘ, ΘΑ: ινηπὴ ἄξα ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΒΕΓΖΓΘ 

πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ἡ αὐηὴ ηῷ θώλῳ, κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηξίηνλ κέξνο ηνῦ θπιίλδξνπ. 

ἀιι' ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΒΕΓ ΖΓΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ἡ αὐηὴ ηῷ 

θώλῳ, ηξίηνλ ἐζηὶ κέξνο ηνῦ πξίζκαηνο, νὗ βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΒΕΓ ΖΓΘ 

πνιύγσλνλ, ὕςνο δὲ ηὸ αὐηὸ ηῷ θπιίλδξῳ: ηὸ ἄξα πξίζκα, νὗ βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ 

ΑΔΒΕΓΖΓΘ πνιύγσλνλ, ὕςνο δὲ ηὸ αὐηὸ ηῷ θπιίλδξῳ, κεῖδόλ ἐζηη ηνῦ θπιίλδξνπ, νὗ 

βάζηο ἐζηὶλ ὁ ΑΒΓΓ θύθινο. ἀιιὰ θαὶ ἔιαηηνλ: ἐκπεξηέρεηαη γὰξ ὑπ' αὐηνῦ: ὅπεξ ἐζηὶλ 

ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ἢ ηξηπιάζηνο. ἐδείρζε δέ, ὅηη 

νὐδὲ κείδσλ ἢ ηξηπιάζηνο:  

 

ξηπιάζηνο ἄξα ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ: ὥζηε ὁ θῶλνο ηξίηνλ ἐζηὶ κέξνο ηνῦ θπιίλδξνπ. 

Πᾶο ἄξα θῶλνο θπιίλδξνπ ηξίηνλ κέξνο ἐζηὶ ηνῦ ηὴλ αὐηὴλ βάζηλ ἔρνληνο αὐηῷ θαὶ 
ὕςνο ἴζνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XΙΙ. 11 

 

Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као 

основе. 
 

Нека су дате купе и ваљци исте висине, њихове основе су кругови АΒΓΓ и ЕΕΖΘ, 

осе - КΛ, МΝ, пречници основа АΓ и ЕΖ.  

 

 
 

Тврдим, да се круг АΒΓΓ односи према кругу ЕΕΖΘ као купа АΛ према купи ЕΝ. 

 

Заиста, ако није, нека је круг АΒΓΓ према кругу ЕΕΖΘ као купа АΛ према купи 

или мањој од купе ЕΝ или већој. Нека, прво, буде према мањој Ξ и нека је тело Φ 

једнако разлици између купе ЕΝ и тела Ξ. Према томе је купа ЕΝ једнака збиру 

тела Ξ и Φ. Упишимо у круг ЕΕΖΘ квадрат ЕΕΖΘ. Према томе је тај квадрат је 

већи од половине круга. Конструишимо над квадратом ЕΕΖΘ пирамиду са 

висином купе. На овај начин конструисана пирамида је већа од половине купе, јер, 

ако око круга опишемо квадрат и над њим конструишемо пирамиду са висином 

купе, биће уписана пирамида половина описане, пошто су оне у размери основа 

[ΥΗΗ.6]1. Преполовимо кружне лукове ЕΕ, ΕΖ, ΖΘ, ΘЕ тачкама О, Π, Ρ,  и 

повуцимо праве ΘО, ОЕ, ЕΠ, ΠΕ, ΕΡ, ΡΖ, Ζ, Θ. Према томе је сваки од 

троуглова ΘОЕ, ЕΠΕ, ΕΡΖ, ΖΘ већи од половине одговарајућег кружног отсечка. 

Конструишимо над сваким од троуглова ΘОЕ, ЕΠΕ, ΕΡΖ, ΖΘ пирамиду са 

Οἱ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληεο θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο αἱ 

βάζεηο.  

 

Ἔζησζαλ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη, ὧλ βάζεηο κὲλ [ εἰζηλ ] νἱ ΑΒΓΓ, 

ΔΕΖΘ θύθινη, ἄμνλεο δὲ νἱ ΚΛ, ΜΝ, δηάκεηξνη δὲ ηῶλ βάζεσλ αἱ ΑΓ, ΔΖ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ θῶλνο πξὸο 

ηὸλ ΔΝ θῶλνλ.  

 

Δἰ γὰξ κή, ἔζηαη ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ θῶλνο ἤηνη 

πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΔΝ θώλνπ ζηεξεὸλ ἢ πξὸο κεῖδνλ. ἔζησ πξόηεξνλ πξὸο ἔιαζζνλ 

ηὸ Ξ, θαὶ ᾧ ἔιαζζόλ ἐζηη ηὸ Ξ ζηεξεὸλ ηνῦ ΔΝ θώλνπ, ἐθείλῳ ἴζνλ ἔζησ ηὸ Φ ζηεξεόλ: 

ὁ ΔΝ θῶλνο ἄξα ἴζνο ἐζηὶ ηνῖο Ξ, Φ ζηεξενῖο. ἐγγεγξάθζσ εἰο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ 

ηεηξάγσλνλ ηὸ ΔΕΖΘ: ηὸ ἄξα ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θύθινπ. 

ἀλεζηάησ ἀπὸ ηνῦ ΔΕ ΖΘ ηεηξαγώλνπ ππξακὶο ἰζνπςὴο ηῷ θώλῳ: ἡ ἄξα ἀλαζηαζεῖζα 

ππξακὶο κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θώλνπ, ἐπεηδήπεξ ἐὰλ πεξηγξάςσκελ πεξὶ ηὸλ 

θύθινλ ηεηξάγσλνλ, θαὶ ἀπ' αὐηνῦ ἀλαζηήζσκελ ππξακίδα ἰζνπςῆ ηῷ θώλῳ, ἡ 

ἐγγξαθεῖζα ππξακὶο ἥκηζύ ἐζηη ηῆο πεξηγξαθείζεο: πξὸο ἀιιήιαο γάξ εἰζηλ ὡο αἱ 

βάζεηο: ἐιάηησλ δὲ ὁ θῶλνο ηῆο πεξηγξαθείζεο ππξακίδνο. ηεηκήζζσζαλ αἱ ΔΕ, ΕΖ, 

ΖΘ, ΘΔ πεξηθέξεηαη δίρα θαηὰ ηὰ Ο, Π, Ρ,  ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΘΟ, ΟΔ, ΔΠ, 

                                                 
1 ΧΙΙ.6 Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у основама у размери су једна према другој као основе. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

висином једнаком висини купе. И тада је свака од конструисаних пирамида већа 

од половине одговарајућег отсечка купе. Ако преполовимо преостале кружне 

лукове, повучемо праве и конструишемо над сваким троуглом пирамиду са 

висином једнаком висини купе, добићемо, тако поступајући непрекидно, отсечке 

купе, чији је збир мањи од тела Φ [X.1]1. Нека је то постигнуто са ΘОЕ, ЕΠΕ, ΕΡΖ, 

ΖΘ. Према томе је преостала пирамида, којој је многоугао ΘОЕΠΕΡΖ основа, 

висина једнака висини купе, већа од тела Ξ. Упишимо и у круг АΒΓΓ многоугао 

ΓТАΤΒΦΓΖ, сличан и у сличном положају са многоуглом ΘОЕΠΕΡΖ, и 

конструишимо над њим пирамиду са висином купе АΛ. Пошто је сад квадрат на 

АΓ према квадрату на ЕΖ као многоугао ΓТАΤΠΦΓΖ према многоуглу 

ΘОЕΠΕΡΖ [ΥΗΗ.1]2, а квадрат на АΓ је према квадрату на ЕΖ као круг АΒΓΓ 

према кругу ЕΕΖΓ [ΥΗΗ.2]3, биће круг АΒΓΓ према кругу ЕΕΖΘ као многоугао 

ΓТАΤΒΦΓΖ према многоуглу ΘОЕΠΕΡΖ. Али круг АΒΓΓ је према кругу ЕΕΖΓ 

као купа АΛ према телу Ξ, а многоугао ΓТАΤΒΦΓΖ према многоуглу ΘОЕΠΕΡΖ 

као пирамида којој је многоугао ΓТАΤΒΦΓΖ основа и врх у тачки Λ према 

пирамиди којој је многоугао ΘОЕΠΕΡΖ основа и врх у тачки Ν [ΥΗΗ.6]. И на тај 

начин је купа АΛ према телу Ξ као пирамида којој је многоугао ΓТАΤΒΦΓΖ 

основа и врх у тачки Λ према пирамиди којој је многоугао ΘОЕΠΕΡΖ основа и 

врх у тачки Ν [V.11]4. На тај начин, после после промене реда, купа АΛ се односи 

према пирамиди у њој као тело Ξ према пирамиди у купи ЕΝ [V.16]5. Но купа АΛ 

је већа од пирамиде у њој. Па према томе је тело Ξ веће од пирамиде у купи ЕΝ. А 

оно је мање. А то је бесмислено. И тако се круг АΒΓΓ не односи према кругу 

ЕΕΖΘ као купа АΛ према телу мањем од купе ЕΝ. Слично се доказује да се ни 

круг ЕΕΖΘ не односи према кругу АΒΓΓ као купа ЕΝ према телу мањем од купе 

АΛ. 

Тврдим да се ни круг АΒΓΓ неће односити према кругу ЕΕΖΘ као купа АΛ према 

телу већем од купе ЕΝ. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већем телу Ξ. Значи обрнуто: круг ЕΕΖΘ је 

према кругу АΒΓΓ као тело Ξ према купи АΛ. Но тело Ξ је према купи АΛ као 

купа ЕΝ према телу мањем од купе АΛ. И према томе је круг ЕΕΖΘ према кругу 

АΒΓΓ као купа ЕΝ према телу мањем од купе АΛ. А ово је, како смо доказали, 

немогуће. На тај начин не односи се круг АΒΓΓ према кругу ЕΕΖΘ као купа АΛ 

према телу већем од купе ЕН. А доказано је да се не односи ни према мањем. 

Према томе је круг АΒΓΓ према кругу ЕΕΖΘ као купа АΛ према купи ЕΝ. 

ΠΕ, ΕΡ, ΡΖ, Ζ, Θ. ἕθαζηνλ ἄξα ηῶλ ΘΟΔ, ΔΠΕ, ΕΡΖ, ΖΘ ηξηγώλσλ κεῖδόλ ἐζηηλ 

ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ θύθινπ. ἀλεζηάησ ἐθ' ἑθάζηνπ ηῶλ ΘΟΔ, 

ΔΠΕ, ΕΡΖ, ΖΘ ηξηγώλσλ ππξακὶο ἰζνπςὴο ηῷ θώλῳ: θαὶ ἑθάζηε ἄξα ηῶλ 

ἀλαζηαζεηζῶλ ππξακίδσλ κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θαζ' ἑαπηὴλ ηκήκαηνο ηνῦ 

θώλνπ. ηέκλνληεο δὴ ηὰο ὑπνιεηπνκέλαο πεξηθεξείαο δίρα θαὶ ἐπηδεπγλύληεο εὐζείαο θαὶ 

ἀληζηάληεο ἐπὶ ἑθάζηνπ ηῶλ ηξηγώλσλ ππξακίδαο ἰζνπςεῖο ηῷ θώλῳ θαὶ ἀεὶ ηνῦην 

πνηνῦληεο θαηαιείςνκέλ ηηλα ἀπνηκήκαηα ηνῦ θώλνπ, ἃ ἔζηαη ἐιάζζνλα ηνῦ Φ 

ζηεξενῦ. ιειείθζσ, θαὶ ἔζησ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΘΟΔ, ΔΠΕ, ΕΡΖ, ΖΘ: ινηπὴ ἄξα ἡ ππξακίο, 

ἧο βάζηο ηὸ ΘΟΔΠΕΡΖ πνιύγσλνλ, ὕςνο δὲ ηὸ αὐηὸ ηῷ θώλῳ, κείδσλ ἐζηὶ ηνῦ Ξ 

ζηεξενῦ. ἐγγεγξάθζσ θαὶ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηῷ ΘΟΔΠΕΡΖ πνιπγώλῳ ὅκνηόλ ηε 

θαὶ ὁκνίσο θείκελνλ πνιύγσλνλ ηὸ ΓΣΑΤΒ ΦΓΥ, θαὶ ἀλεζηάησ ἐπ' αὐηνῦ ππξακὶο 

ἰζνπςὴο ηῷ ΑΛ θώλῳ. ἐπεὶ νὖλ ἐζηηλ ὡο ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΓ πξὸο ηὸ ἀπὸ ηῆο ΔΖ, νὕησο ηὸ 

ΓΣΑΤΒΦΓΥ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ ΘΟΔ ΠΕΡΖ πνιύγσλνλ, ὡο δὲ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΓ πξὸο 

ηὸ ἀπὸ ηῆο ΔΖ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, θαὶ ὡο ἄξα ὁ ΑΒΓΓ 

θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ηὸ ΓΣΑΤΒΦΓΥ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ 

ΘΟΔΠΕΡΖ πνιύγσλνλ. ὡο δὲ ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ 

θῶλνο πξὸο ηὸ Ξ ζηεξεόλ, ὡο δὲ ηὸ ΓΣΑΤΒΦΓΥ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ ΘΟΔΠΕ ΡΖ 

πνιύγσλνλ, νὕησο ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΓΣΑΤΒΦΓΥ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ 

Λ ζεκεῖνλ, πξὸο ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΘΟΔΠΕΡΖ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ 

Ν ζεκεῖνλ. θαὶ ὡο ἄξα ὁ ΑΛ θῶλνο πξὸο ηὸ Ξ ζηεξεόλ, νὕησο ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο κὲλ 

ηὸ ΓΣΑΤΒΦΓΥ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ ζεκεῖνλ, πξὸο ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο κὲλ 

ηὸ ΘΟΔΠΕΡΖ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ: ἐλαιιὰμ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ὁ ΑΛ 

θῶλνο πξὸο ηὴλ ἐλ αὐηῷ ππξακίδα, νὕησο ηὸ Ξ ζηεξεὸλ πξὸο ηὴλ ἐλ ηῷ ΔΝ θώλῳ 

ππξακίδα. κείδσλ δὲ ὁ ΑΛ θῶλνο ηῆο ἐλ αὐηῷ ππξακίδνο: κεῖδνλ ἄξα θαὶ ηὸ Ξ ζηεξεὸλ 

ηῆο ἐλ ηῷ ΔΝ θώλῳ ππξακίδνο. ἀιιὰ θαὶ ἔιαζζνλ: ὅπεξ ἄηνπνλ. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ὁ 

ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ θῶλνο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΔΝ 

θώλνπ ζηεξεόλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη νὐδέ ἐζηηλ ὡο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ηὸλ 

ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΝ θῶλνο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΑΛ θώλνπ ζηεξεόλ. Λέγσ δή, 

ὅηη νὐδέ ἐζηηλ ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ θῶλνο πξὸο 

κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΝ θώλνπ ζηεξεόλ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἔζησ πξὸο κεῖδνλ ηὸ Ξ: ἀλάπαιηλ 

ἄξα ἐζηὶλ ὡο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ηὸ Ξ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸλ 

ΑΛ θῶλνλ. ἀιι' ὡο ηὸ Ξ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸλ ΑΛ θῶλνλ, νὕησο ὁ ΔΝ θῶλνο πξὸο 

                                                 
1 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 

која је мања од дате мање величине. 
2 ΧΙΙ.1 Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један према другом као квадрати на пречницима. 
3 ΧΙΙ.2 Кругови се односе један према другом као квадрати на пречницима. 
4 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
5 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
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Но купа је према купи као ваљак према ваљку, јер је свако трипут већи од сваког 

[ΥΗΗ.10]1. И према томе се круг АΒΓΓ пдноси према кругу ЕΕΖΘ као и ваљци 

конструисани над њима, са једнаким висинама (са купама). 

 

На овај начин, купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, 

посебице, као основе. А то је требало доказати. 

ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΑΛ θώλνπ ζηεξεόλ: θαὶ ὡο ἄξα ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ 

θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΝ θῶλνο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΑΛ θώλνπ ζηεξεόλ: ὅπεξ ἀδύλαηνλ 

ἐδείρζε. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ 

θῶλνο πξὸο κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΝ θώλνπ ζηεξεόλ. ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ πξὸο ἔιαζζνλ: ἔζηηλ 

ἄξα ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΛ θῶλνο πξὸο ηὸλ ΔΝ 

θῶλνλ. Ἀιι' ὡο ὁ θῶλνο πξὸο ηὸλ θῶλνλ, ὁ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ θύιηλδξνλ: ηξηπιαζίσλ 

γὰξ ἑθάηεξνο ἑθαηέξνπ. θαὶ ὡο ἄξα ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο νἱ 

ἐπ' αὐηῶλ ἰζνπςεῖο [ ηνῖο θώλνηο ] θύιηλδξνη.  

 

Οἱ ἄξα ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληεο θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο αἱ βάζεηο: 

ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 ΧΙΙ.10 Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако имају исту основу и једнаке висине. 
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XΙΙ. 12 

 

Сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су у размери трипут 

вишој од размере пречника њихових основа. 
 

Нека су дате сличне купе и слични ваљци чије су основе кругови АΒΓΓ и ЕΕΖΘ, 

пречници ΒΓ и ΕΘ, а осе купа и ваљака КΛ и МΝ.  

 

 
 

Тврдим да је купа којој је основа круг АΒΓΓ и врх у тачки Λ према купи којој је 

основа круг ЕΕΖΘ и врх у тачки Ν у размери трипут вишој од размере ΒΓ према 

ΕΘ. 

 

Заиста, ако купа АΒΓΓΛ није према купи ЕΕΖΘΝ у размери трипут вишој од 

размере ΒΓ према ΕΘ, биће онда купа АΒΓΓΛ у размери трипут вишој или према 

телу мањем од купе ЕΕΖΘΝ или према већем телу. Нека, прво, буде према мањем 

телу Ξ. Упишимо у круг ЕΕΖΘ квадрат ЕΕΖΘ [IV.6]1. Тада је квадрат ЕΕΖΘ већи 

од половине круга ЕΕΖΘ. И конструишимо над квадратом ЕΕΖΘ пирамиду са 

Οἱ ὅκνηνη θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ ἐλ 

ηαῖο βάζεζη δηακέηξσλ.  

 

Ἔζησζαλ ὅκνηνη θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη, ὧλ βάζεηο κὲλ νἱ ΑΒΓΓ, ΔΕΖΘ θύθινη, 

δηάκεηξνη δὲ ηῶλ βάζεσλ αἱ ΒΓ, ΕΘ, ἄμνλεο δὲ ηῶλ θώλσλ θαὶ θπιίλδξσλ νἱ ΚΛ, ΜΝ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ὁ θῶλνο, νὗ βάζηο κὲλ [ ἐζηηλ ] ὁ ΑΒΓΓ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ ζεκεῖνλ, 

πξὸο ηὸλ θῶλνλ, νὗ βάζηο κὲλ [ ἐζηηλ ] ὁ ΔΕΖΘ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ.  

 

Δἰ γὰξ κὴ ἔρεη ὁ ΑΒΓΓΛ θῶλνο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘΝ θῶλνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἤπεξ ἡ 

ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ, ἕμεη ὁ ΑΒΓΓΛ θῶλνο ἢ πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘΝ θώλνπ ζηεξεὸλ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἢ πξὸο κεῖδνλ. ἐρέησ πξόηεξνλ πξὸο ἔιαζζνλ ηὸ Ξ, θαὶ ἐγγεγξάθζσ 

εἰο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ ηεηξάγσλνλ ηὸ ΔΕΖΘ: ηὸ ἄξα ΔΕΖΘ ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ 

ηὸ ἥκηζπ ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ. θαὶ ἀλεζηάησ ἐπὶ ηνῦ ΔΕΖΘ ηεηξαγώλνπ ππξακὶο ηὴλ 

αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζα ηῷ θώλῳ: ἡ ἄξα ἀλαζηαζεῖζα ππξακὶο κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ 

                                                 
1 IV.6 У дати круг уписати квадрат. 
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врхом у врху купе. Конструисана пирамида је већа од половине купе. 

Преполовимо кружне лукове ЕΕ, ΕΖ, ΖΘ, ΘЕ тачкама О, Π, Ρ,  и повуцимо праве 

ЕО, ОΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΘ, Θ, Е. Сваки од троуглова ЕОΕ, ΕΠΖ, ΖΡΘ, ΘΔ је 

мањи од половине одговарајућег отсечка круга. Сад конструишимо над сваким од 

троуглова ЕОΕ, ΕΠΖ, ΖΡΘ, ΘЕ пирамиду са врхом у врху купе. И свака од 

конструисаних пирамида је већа од половине одговарајућег отсечка купе. Ако 

преполовимо преостале кружне лукове, повучемо праве и конструишемо над 

сваким троуглом пирамиду са врхом у врху купе, онда ћемо, поступајући тако 

непрестано, добити на крају отсечке купе чији ће збир бити мањи од разлике купе 

ЕΕΖΘΝ и тела Ξ [X.1]1. Нека је то постигнуто са ЕО, ОΕ, ΕΠ, ΕΖ, ΖΡ, ΡΘ, Θ, Е. 

Тада је преостала пирамида којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у тачки 

Ν већа од тела Ξ. Упишимо и у круг АΒΓΓ многоугао АТΒΤΓΦΓΖ сличан и у 

сличном положају са многоуглом ЕОΕΠΖΡΘ, и конструишимо над многоуглом 

АТΒΤΓΦΓΖ пирамиду са врхом у врху купе, и нека је ΛΒΣ један од троуглова 

бочне површине пирамиде којој је многоугао АТΒΤΓΦΓΖ у основи и врх у тачки 

Λ, АΝΕО један од троуглова бочне површине пирамиде којој је многоугао 

ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у тачки Ν, и повуцимо КТ и МО. Пошто је купа 

АБΓΓΛ слична купи ЕΕΖΘΝ, биће ΒΓ према ΕΘ као оса КΛ према оси МΝ 

[ΥΗ.Деф.24]2. И ΒΓ је према ΕΘ као ΒК према ΕМ. И према томе је ΒК према ΕМ 

као КΛ према МΝ [V.16]3. Но краци једнаких углова су пропорционални, према 

томе је троугао ΒΚΛ сличан троуглу ΕΜΝ [VI.6]4. Затим, пошто је ΒК према КТ 

као ΕМ према МО и то су краци једнаких углова ΒΚΣ, ЗΕО, јер је угао ΒКТ исти 

део од четири права угла код центра К, који је и угао ΕМО од четири права угла 

ког центра М. Пошто су сад код једнаких углова краци пропорционални, биће 

троугао ΒКТ сличан троуглу ΕМО [VI.6]. Затим, пошто је доказано, да је ΒК према 

КΛ као ΕМ према МΝ, ΒК једнако КТ, а ΕМ - ОМ, онда је ТК према КΛ као ОМ 

према МΝ. И то је код једнаких углова ТКΛ и ОМΝ, јер су они прави. Како су 

стране пропорционалне, троугао ΛКТ је сличан троуглу ΝМО [VI.6]. И пошто је, 

због сличности троуглова ΒКТ и ΕМО, КΒ према ΒТ као МΕ према ΕО. Затим, 

пошто је, због сличности троуглова ΛТК, ΝОМ, ΛТ према ТК као ΝО према ОМ и, 

због сличности троуглова ΣΚΒ и ОМΕ, КТ је према ТΒ као МО према ОΕ, биће, 

због једнакоудаљености, ΛТ према ТΒ као ΝО према ОΕ [V.22]5. А доказали смо 

да је и ТΒ према ΒΛ као ОΕ према ΕΝ. На тај начин, због једнакоудаљености, ТΛ 

је према ΛΒ као ОΝ према ΝΕ [V.22]. Према томе су стране троуглова ΛΣΒ и ΝΟΕ 

пропорционалне. Значи троуглови ΛΣΒ и ΝΟΕ имају једнаке углове [VI.5]6, те су 

κέξνο ηνῦ θώλνπ. ηεηκήζζσζαλ δὴ αἱ ΔΕ, ΕΖ, ΖΘ, ΘΔ πεξηθέξεηαη δίρα θαηὰ ηὰ Ο, Π, 

Ρ,  ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΔΟ, ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΘ, Θ, Δ. θαὶ ἕθαζηνλ ἄξα 

ηῶλ ΔΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΘ, ΘΔ ηξηγώλσλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ 

ηκήκαηνο ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ. θαὶ ἀλεζηάησ ἐθ' ἑθάζηνπ ηῶλ ΔΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΘ, ΘΔ 

ηξηγώλσλ ππξακὶο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζα ηῷ θώλῳ: θαὶ ἑθάζηε ἄξα ηῶλ 

ἀλαζηαζεηζῶλ ππξακίδσλ κείδσλ ἐζηὶλ ἢ ηὸ ἥκηζπ κέξνο ηνῦ θαζ' ἑαπηὴλ ηκήκαηνο 

ηνῦ θώλνπ. ηέκλνληεο δὴ ηὰο ὑπνιεηπνκέλαο πεξηθεξείαο δίρα θαὶ ἐπηδεπγλύληεο 

εὐζείαο θαὶ ἀληζηάληεο ἐθ' ἑθάζηνπ ηῶλ ηξηγώλσλ ππξακίδαο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ 

ἐρνύζαο ηῷ θώλῳ θαὶ ηνῦην ἀεὶ πνηνῦληεο θαηαιείςνκέλ ηηλα ἀπνηκήκαηα ηνῦ θώλνπ, 

ἃ ἔζηαη ἐιάζζνλα ηῆο ὑπεξνρῆο, ᾗ ὑπεξέρεη ὁ ΔΕΖΘΝ θῶλνο ηνῦ Ξ ζηεξενῦ. 

ιειείθζσ, θαὶ ἔζησ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΔΟ, ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΘ, Θ, Δ: ινηπὴ ἄξα ἡ 

ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, 

κείδσλ ἐζηὶ ηνῦ Ξ ζηεξενῦ. ἐγγεγξάθζσ θαὶ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηῷ ΔΟΕΠΖΡΘ 

πνιπγώλῳ ὅκνηόλ ηε θαὶ ὁκνίσο θείκελνλ πνιύγσλνλ ηὸ ΑΣΒΤΓΦΓΥ, θαὶ ἀλεζηάησ 

ἐπὶ ηνῦ ΑΣΒΤΓΦΓΥ πνιπγώλνπ ππξακὶο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ ἔρνπζα ηῷ θώλῳ, θαὶ 

ηῶλ κὲλ πεξηερόλησλ ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΣΒΤ ΓΦΓΥ πνιύγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ ζεκεῖνλ, ἓλ ηξίγσλνλ ἔζησ ηὸ ΛΒΣ, ηῶλ δὲ πεξηερόλησλ ηὴλ ππξακίδα, 

ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, ἓλ ηξίγσλνλ 

ἔζησ ηὸ ΝΕΟ, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΚΣ, ΜΟ. θαὶ ἐπεὶ ὅκνηόο ἐζηηλ ὁ ΑΒΓΓΛ θῶλνο 

ηῷ ΔΕΖΘΝ θώλῳ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ, νὕησο ὁ ΚΛ ἄμσλ πξὸο ηὸλ ΜΝ 

ἄμνλα. ὡο δὲ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ, νὕησο ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ ΕΜ: θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ 

ΕΜ, νὕησο ἡ ΚΛ πξὸο ηὴλ ΜΝ. θαὶ ἐλαιιὰμ ὡο ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ ΚΛ, νὕησο ἡ ΕΜ πξὸο 

ηὴλ ΜΝ. θαὶ πεξὶ ἴζαο γσλίαο ηὰο ὑπὸ ΒΚΛ, ΕΜΝ αἱ πιεπξαὶ ἀλάινγόλ εἰζηλ: ὅκνηνλ 

ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΚΛ ηξίγσλνλ ηῷ ΕΜΝ ηξηγώλῳ. πάιηλ, ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ ΚΣ, 

νὕησο ἡ ΕΜ πξὸο ηὴλ ΜΟ, θαὶ πεξὶ ἴζαο γσλίαο ηὰο ὑπὸ ΒΚΣ, ΕΜΟ, ἐπεηδήπεξ, ὃ 

κέξνο ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΒΚΣ γσλία ηῶλ πξὸο ηῷ Κ θέληξῳ ηεζζάξσλ ὀξζῶλ, ηὸ αὐηὸ κέξνο 

ἐζηὶ θαὶ ἡ ὑπὸ ΕΜΟ γσλία ηῶλ πξὸο ηῷ Μ θέληξῳ ηεζζάξσλ ὀξζῶλ: ἐπεὶ νὖλ πεξὶ ἴζαο 

γσλίαο αἱ πιεπξαὶ ἀλάινγόλ εἰζηλ, ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΚΣ ηξίγσλνλ ηῷ ΕΜΟ 

ηξηγώλῳ. πάιηλ, ἐπεὶ ἐδείρζε ὡο ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ ΚΛ, νὕησο ἡ ΕΜ πξὸο ηὴλ ΜΝ, ἴζε δὲ 

ἡ κὲλ ΒΚ ηῇ ΚΣ, ἡ δὲ ΕΜ ηῇ ΟΜ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΣΚ πξὸο ηὴλ ΚΛ, νὕησο ἡ ΟΜ πξὸο 

ηὴλ ΜΝ. θαὶ πεξὶ ἴζαο γσλίαο ηὰο ὑπὸ ΣΚΛ, ΟΜΝ: ὀξζαὶ γάξ: αἱ πιεπξαὶ ἀλάινγόλ 

εἰζηλ: ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΛΚΣ ηξίγσλνλ ηῷ ΝΜΟ ηξηγώλῳ. θαὶ ἐπεὶ δηὰ ηὴλ ὁκνηόηεηα 

ηῶλ ΛΚΒ, ΝΜΕ ηξηγώλσλ ἐζηὶλ ὡο ἡ ΛΒ πξὸο ηὴλ ΒΚ, νὕησο ἡ ΝΕ πξὸο ηὴλ ΕΜ, δηὰ 

                                                 
1 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 

која је мања од дате мање величине. 
2 ΧΙ.Деф.24 Слични су они конуси и цилиндри, чије су осе и пречници основа пропорционални. 
3 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
4 VI.6 Ако два троугла имају по један угао једнак и стране које образују једнаке углове пропорционалне троугли имају једнаке углове и једнаки су баш они углови који леже наспрам 
одговарајућих страна. 
5 V.22 Ако су дате неке величине у произвољном броју и друге у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, онда су и једнако удаљене у истој размери. 
6 VI.5 Ако два троугла имају пропорционалне стране, они имају и једнаке углове и једнаки углови леже наспрам одговарајућих страна. 
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према томе слични [VI.Деф.1]1. На тај начин је пирамида којој је троугао ΒΚΣ у 

основи и врх тачки Λ слична пирамиди којој је троугао ΕΜΟ у основи и врх у 

тачки Ν, јер су оне обухваћене сличним равнима у истом броју [ΥΗ.Деф.9]2. Али је 

размера сличних пирамида које имају троуглове у основама трипут виша од 

размере хомологних ивица [ΥΗΗ.8]3. Према томе је размера пирамиде ΒΚΣΛ према 

пирамиди ΕΜΟΝ трипут виша од размере ΒК према ΕМ. На сличан начин, ако 

повучемо праве из А, Ζ, Γ, Φ, Γ, Τ ка К из Е, , Θ, Ρ, Ζ, Π ка М и конструишемо 

над свим троугловима пирамиде са врховима у врху купа, може се доказати да је 

размера сваке од пирамида према свакој пирамиди у сличном положају виша од 

размере ивице ΒК према хомологној ивици ΕМ, тј. размере ΒΓ према ΕΘ. И пошто 

је један претходни према једном наредном као збир свх претходних према збиру 

свих наредних [V.12]4, биће пирамида ΒΚΣΛ према пирамиди ΕΜΟΝ као цела 

пирамида којој је многоугао АТΒΤΓΦΓΖ у основи и врх у тачки Λ према целој 

пирамиди којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у тачки Ν. Према томе је 

размера пирамиде којој је многоугао АТΒΤΓΦΓΖ у основи и врх у тачки Λ према 

пирамиди којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у тачки Ν трипут виша од 

размере ΒΓ према ΕΘ. А претпоставља се да је и размера купе којој је круг АΒΓΓ 

у основи и врх у тачки Λ према телу Ξ трипут виша од размере ΒΓ према ΕΘ. На 

овај начин је купа којој је круг АΒΓΓ у основи и врх у тачки Λ према телу Ξ као 

пирамида којој је многоугао АТΒΤΓΦΓΖ основни и врх у тачки Λ према 

пирамиди којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у Ν. Или, после промене 

реда, купа којој је круг АΒΓΓ у основи и врх у Λ се односи према својој пирамиди 

којој је многоугао АТΒΤΓΦΓΖ у основи и врх у тачки Λ као тело Ξ према 

пирамиди којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у Ν [V.16]5. Али 

поменута купа је већа од пирамиде, јер је обухвата. Према томе и тело Ξ је веће од 

пирамиде којој је многоугао ЕОΕΠΖΡΘ у основи и врх у Ν. Но оно је и мање. А 

то је немогуће. На овај начин купа којој је круг АΒΓΓ у основи и врху Λ неће бити 

у размери према неком телу мањем од купе којој је круг ЕΕΖΘ у основи и врх у Ν 

у трипут вишој размери од размере ΒΓ према ΕΘ. Слично се доказује да и купа 

ЕΕΖΘΝ неће бити према телу мањем од купе АΒΓΓΛ у размери трипут вишој од 

размере ΕΘ према ΒΓ. 

Тврдим да купа АΒΓΓΛ неће бити ни према телу већем од купе ЕΕΖΘΝ у размери 

трипут вишој од размере ΒΓ према ΕΘ. 

Заиста, ако је то могуће, нека буде према већем телу Ξ. Према томе, обрнуто, тело 

Ξ је према купи АΒΓΓΛ у размери трипут вишој од размере ΕΘ према ΒΓ. Тело Ξ 

је према купи АΒΓΓΛ као купа ЕΕΖΘΝ према телу мањем од купе АΒΓΓΛ. Дакле, 

купа ЕΕΖΘΝ је према телу мањем од купе АΒΓΓΛ у размери трипут вишој од 

размере ΕΘ према ΒΓ. А доказано је да је то немогуће. Према томе купа АΒΓΓΛ 

δὲ ηὴλ ὁκνηόηεηα ηῶλ ΒΚΣ, ΕΜΟ ηξηγώλσλ ἐζηὶλ ὡο ἡ ΚΒ πξὸο ηὴλ ΒΣ, νὕησο ἡ ΜΕ 

πξὸο ηὴλ ΕΟ, δη' ἴζνπ ἄξα ὡο ἡ ΛΒ πξὸο ηὴλ ΒΣ, νὕησο ἡ ΝΕ πξὸο ηὴλ ΕΟ. πάιηλ, ἐπεὶ 
δηὰ ηὴλ ὁκνηόηεηα ηῶλ ΛΣΚ, ΝΟΜ ηξηγώλσλ ἐζηὶλ ὡο ἡ ΛΣ πξὸο ηὴλ ΣΚ, νὕησο ἡ ΝΟ 

πξὸο ηὴλ ΟΜ, δηὰ δὲ ηὴλ ὁκνηόηεηα ηῶλ ΣΚΒ, ΟΜΕ ηξηγώλσλ ἐζηὶλ ὡο ἡ ΚΣ πξὸο ηὴλ 

ΣΒ, νὕησο ἡ ΜΟ πξὸο ηὴλ ΟΕ, δη' ἴζνπ ἄξα ὡο ἡ ΛΣ πξὸο ηὴλ ΣΒ, νὕησο ἡ ΝΟ πξὸο 

ηὴλ ΟΕ. ἐδείρζε δὲ θαὶ ὡο ἡ ΣΒ πξὸο ηὴλ ΒΛ, νὕησο ἡ ΟΕ πξὸο ηὴλ ΕΝ. δη' ἴζνπ ἄξα 

ὡο ἡ ΣΛ πξὸο ηὴλ ΛΒ, νὕησο ἡ ΟΝ πξὸο ηὴλ ΝΕ. ηῶλ ΛΣΒ, ΝΟΕ ἄξα ηξηγώλσλ 

ἀλάινγόλ εἰζηλ αἱ πιεπξαί: ἰζνγώληα ἄξα ἐζηὶ ηὰ ΛΣΒ, ΝΟΕ ηξίγσλα: ὥζηε θαὶ ὅκνηα. 

θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΒΚΣ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ ζεκεῖνλ, ὁκνία ἐζηὶ 
ππξακίδη, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΕΜΟ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ: ὑπὸ γὰξ ὁκνίσλ 

ἐπηπέδσλ πεξηέρνληαη ἴζσλ ηὸ πιῆζνο. αἱ δὲ ὅκνηαη ππξακίδεο θαὶ ηξηγώλνπο ἔρνπζαη 

βάζεηο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ ὁκνιόγσλ πιεπξῶλ. ἡ ἄξα ΒΚΣΛ ππξακὶο πξὸο 

ηὴλ ΕΜΟΝ ππξακίδα ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΚ πξὸο ηὴλ ΕΜ. ὁκνίσο δὴ 

ἐπηδεπγλύληεο ἀπὸ ηῶλ Α, Υ, Γ, Φ, Γ, Τ ἐπὶ ηὸ Κ εὐζείαο θαὶ ἀπὸ ηῶλ Δ, , Θ, Ρ, Ζ, Π 

ἐπὶ ηὸ Μ θαὶ ἀληζηάληεο ἐθ' ἑθάζηνπ ηῶλ ηξηγώλσλ ππξακίδαο ηὴλ αὐηὴλ θνξπθὴλ 

ἐρνύζαο ηνῖο θώλνηο δείμνκελ, ὅηη θαὶ ἑθάζηε ηῶλ ὁκνηαγῶλ ππξακίδσλ πξὸο ἑθάζηελ 

ὁκνηαγῆ ππξακίδα ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἕμεη ἤπεξ ἡ ΒΚ ὁκόινγνο πιεπξὰ πξὸο ηὴλ ΕΜ 

ὁκόινγνλ πιεπξάλ, ηνπηέζηηλ ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ. θαὶ ὡο ἓλ ηῶλ ἡγνπκέλσλ πξὸο 

ἓλ ηῶλ ἑπνκέλσλ, νὕησο ἅπαληα ηὰ ἡγνύκελα πξὸο ἅπαληα ηὰ ἑπόκελα: ἔζηηλ ἄξα θαὶ 
ὡο ἡ ΒΚΣΛ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΜΟΝ ππξακίδα, νὕησο ἡ ὅιε ππξακίο, ἧο βάζηο ηὸ 

ΑΣΒΤΓΦΓΥ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ ζεκεῖνλ, πξὸο ηὴλ ὅιελ ππξακίδα, ἧο βάζηο 

κὲλ ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ: ὥζηε θαὶ ππξακίο, ἧο βάζηο 

κὲλ ηὸ ΑΣΒΤΓΦΓΥ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ, πξὸο ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο [ κὲλ ] ηὸ 

ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΕΘ. ὑπόθεηηαη δὲ θαὶ ὁ θῶλνο, νὗ βάζηο [ κὲλ ] ὁ ΑΒΓΓ θύθινο, θνξπθὴ δὲ 

ηὸ Λ ζεκεῖνλ, πξὸο ηὸ Ξ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρσλ ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ: 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ θῶλνο, νὗ βάζηο κέλ ἐζηηλ ὁ ΑΒΓΓ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ, πξὸο ηὸ Ξ 

ζηεξεόλ, νὕησο ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΣΒΤΓΦΓΥ [ πνιύγσλνλ ], θνξπθὴ δὲ ηὸ 

Λ, πξὸο ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν: 

ἐλαιιὰμ ἄξα, ὡο ὁ θῶλνο, νὗ βάζηο κὲλ ὁ ΑΒΓΓ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ, πξὸο ηὴλ ἐλ 

αὐηῷ ππξακίδα, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΣΒΤΓΦΓΥ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ, νὕησο ηὸ Ξ 

[ ζηεξεὸλ ] πξὸο ηὴλ ππξακίδα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ πνιύγσλνλ, θνξπθὴ 

δὲ ηὸ Ν. κείδσλ δὲ ὁ εἰξεκέλνο θῶλνο ηῆο ἐλ αὐηῷ ππξακίδνο: ἐκπεξηέρεη γὰξ αὐηήλ. 

κεῖδνλ ἄξα θαὶ ηὸ Ξ ζηεξεὸλ ηῆο ππξακίδνο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΟΕΠΖΡΘ 

πνιύγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν. ἀιιὰ θαὶ ἔιαηηνλ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ὁ 

                                                 
1 VI.Деф.1 Праволинијске слике су сличне, ако су им углови појединачно једнаки и краци једнаких углова пропорционални. 
2 ΧΙ.Деф.9 Сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима у једнаком броју. 
3 ΧΙΙ.8 Размера сличних пирамида којима су основе троуглови трипут је виша од размере хомологних ивица. 
4 V.12 Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) од наредних, као збир свих претходних према збиру свих наредних. 
5 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
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према телу већем од купе ЕΕΖΘΝ није у размери трипут вишој од размере ΒΓ 

према ΕΘ. А доказано је да није ни према мањем телу. На овај начин купа АΒΓΓΛ 

је према купи ЕΕΖΘΝ у размери трипут вишој од размере ΒΓ према ΕΘ. 

Али купа према купи је као ваљак према ваљку, јер је ваљак трипут већи од купе 

са истом основом и висином [ΥΗΗ.10]1. Према томе је и ваљак према ваљку у 

размери трипут вишој од размере ΒΓ према ΕΘ. 

 

На овај начин, сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су у размери 

трипут вишој од размере пречника њихових основа. А то је требало доказати. 

θῶλνο, νὗ βάζηο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Λ [ ζεκεῖνλ ], πξὸο ἔιαηηόλ ηη ηνῦ 

θώλνπ ζηεξεόλ, νὗ βάζηο κὲλ ὁ ΔΕΖΘ θύθινο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, ηξηπιαζίνλα 

ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη νὐδὲ ὁ ΔΕΖΘΝ θῶλνο 

πξὸο ἔιαηηόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓΛ θώλνπ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΕΘ πξὸο 

ηὴλ ΒΓ. Λέγσ δή, ὅηη νὐδὲ ὁ ΑΒΓΓΛ θῶλνο πξὸο κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘΝ θώλνπ 

ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἐρέησ πξὸο 

κεῖδνλ ηὸ Ξ. ἀλάπαιηλ ἄξα ηὸ Ξ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓΛ θῶλνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ 

ἔρεη ἤπεξ ἡ ΕΘ πξὸο ηὴλ ΒΓ. ὡο δὲ ηὸ Ξ ζηεξεὸλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓΛ θῶλνλ, νὕησο ὁ 

ΔΕΖΘΝ θῶλνο πξὸο ἔιαηηόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓΛ θώλνπ ζηεξεόλ. θαὶ ὁ ΔΕΖΘΝ ἄξα θῶλνο 

πξὸο ἔιαηηόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓΛ θώλνπ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΕΘ πξὸο 

ηὴλ ΒΓ: ὅπεξ ἀδύλαηνλ ἐδείρζε. νὐθ ἄξα ὁ ΑΒΓΓΛ θῶλνο πξὸο κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘΝ 

θώλνπ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ. ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ 

πξὸο ἔιαηηνλ. ὁ ΑΒΓΓΛ ἄξα θῶλνο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘΝ θῶλνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη 

ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ. Ὡο δὲ ὁ θῶλνο πξὸο ηὸλ θῶλνλ, ὁ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ 

θύιηλδξνλ: ηξηπιάζηνο γὰξ ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θώλνπ ὁ ἐπὶ ηῆο αὐηῆο βάζεσο ηῷ θώλῳ 

θαὶ ἰζνπςὴο αὐηῷ. θαὶ ὁ θύιηλδξνο ἄξα πξὸο ηὸλ θύιηλδξνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη 

ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΕΘ.  

 

Οἱ ἄξα ὅκνηνη θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ ἐλ ηαῖο 

βάζεζη δηακέηξσλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙΙ.10 Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако имају исту основу и једнаке висине. 
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XΙΙ. 13 

 

Ако је ваљак пресечен неком равни паралелном са наспрамним равнима, 

отсећи ће се оса према оси као ваљак према ваљку. 
 

Нека је ваљак АΓ пресечен са равни ΖΘ, која је паралелна са наспрамним равнима 

АΒ и ΓΓ, и нека раван ΖΘ сече осу у тачки К.  

 

 
 

Тврдим да је ваљак ΒΖ према ваљку ΖΓ као оса ЕК према оси КΕ 

Заиста, продужимо осу ЕΕ на обе стране до тачака Λ и М, одмеримо неколико 

дужи ЕΝ, ΝΛ једнаких ЕК, и неколико дужи ΕΞ, ΞМ једнаких ΕК, и замислимо на 

оси ΛМ ваљак ОΖ коме су кругови ОΠ и ΦΖ основе. Па кроз тачке Ν и Ξ 

конструишемо равни паралелне са АΒ и ΓΓ и са основама ваљка ОΖ и добићемо 

кругове Ρ и ТΤса центрима Ν и Ξ. Пошто су осе ΛΝ, ΝЕ, ЕК једнаке међу собом, 

односиће се ваљци ΠΡ, ΡΒ, ΒΖ међу собом као основе [ΥΗΗ.11]1. Али и основе су 

једнаке. Према томе су и ваљци ΠΡ, ΡΒ, ΒΖ једнаки међу собом. Пошто су сад осе 

ΛΝ, ΝЕ, ЕК једнаке међу собом, а и ваљци ΠΡ, ΡΒ, ΒΖ међу собом, и број једних 

једнак је броју других, биће оса КΛ исти мултиплум осе ЕК који је и ваљак ΠΖ 

мултиплум ваљка ΖΒ. Из истих разлога је и оса МК исти мултиплум осе КΕ који је 

и ваљак XΖ ваљка Ζ . И ако је оса КΛ једнака оси КМ, биће и ваљак ΠΖ једнак 

ваљку ΖX, ако је оса већа од осе, биће и ваљак већи од ваљка, и ако је мања, биће 

мањи. Од четири величине, наиме две осе ЕК и КΕ, и два ваљка ΒΖ и ΖΓ, 

наачињени су исти мултиплуми, од осе ЕК и од ваљка ΒΖ, оса ΛК и ваљак ΠΖ, а 

од осе КΕ и од ваљка ΖΓ - оса КМ и ваљак ΖX, и доказано је ће, ако је оса КΛ већа 

од осе КМ, бити и ваљак ΠΖ већи од ваљка ΖX, ако је једнака, једнаки, а ако је 

мања, мањи.  

 

На овај начин се оса ЕК односи према оси КΕ као ваљак ΒΖ према ваљку Ζ  

[V.Деф.5]2. А то је требало доказати. 

Ἐὰλ θύιηλδξνο ἐπηπέδῳ ηκεζῇ παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο, ἔζηαη 

ὡο ὁ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ἄμσλ πξὸο ηὸλ ἄμνλα.  

 

Κύιηλδξνο γὰξ ὁ ΑΓ ἐπηπέδῳ ηῷ ΖΘ ηεηκήζζσ παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ 

ἐπηπέδνηο ηνῖο ΑΒ, ΓΓ, θαὶ ζπκβαιιέησ ηῷ ἄμνλη ηὸ ΖΘ ἐπίπεδνλ θαηὰ ηὸ Κ ζεκεῖνλ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ὁ ΒΖ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΖΓ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΔΚ ἄμσλ πξὸο 

ηὸλ ΚΕ ἄμνλα. θβεβιήζζσ γὰξ ὁ ΔΕ ἄμσλ ἐθ' ἑθάηεξα ηὰ κέξε ἐπὶ ηὰ Λ, Μ ζεκεῖα, 

θαὶ ἐθθείζζσζαλ ηῷ ΔΚ ἄμνλη ἴζνη ὁζνηδεπνηνῦλ νἱ ΔΝ, ΝΛ, ηῷ δὲ ΕΚ ἴζνη 

ὁζνηδεπνηνῦλ νἱ ΕΞ, ΞΜ, θαὶ λνείζζσ ὁ ἐπὶ ηνῦ ΛΜ ἄμνλνο θύιηλδξνο ὁ ΟΥ, νὗ 

βάζεηο νἱ ΟΠ, ΦΥ θύθινη. θαὶ ἐθβεβιήζζσ δηὰ ηῶλ Ν, Ξ ζεκείσλ ἐπίπεδα παξάιιεια 

ηνῖο ΑΒ, ΓΓ θαὶ ηαῖο βάζεζη ηνῦ ΟΥ θπιίλδξνπ θαὶ πνηείησζαλ ηνὺο Ρ, ΣΤ θύθινπο 

πεξὶ ηὰ Ν, Ξ θέληξα. θαὶ ἐπεὶ νἱ ΛΝ, ΝΔ, ΔΚ ἄμνλεο ἴζνη εἰζὶλ ἀιιήινηο, νἱ ἄξα ΠΡ, ΡΒ, 

ΒΖ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο αἱ βάζεηο. ἴζαη δέ εἰζηλ αἱ βάζεηο: ἴζνη ἄξα θαὶ νἱ 

ΠΡ, ΡΒ, ΒΖ θύιηλδξνη ἀιιήινηο. ἐπεὶ νὖλ νἱ ΛΝ, ΝΔ, ΔΚ ἄμνλεο ἴζνη εἰζὶλ ἀιιήινηο, 

εἰζὶ δὲ θαὶ νἱ ΠΡ, ΡΒ, ΒΖ θύιηλδξνη ἴζνη ἀιιήινηο, θαί ἐζηηλ ἴζνλ ηὸ πιῆζνο ηῷ πιήζεη, 

ὁζαπιαζίσλ ἄξα ὁ ΚΛ ἄμσλ ηνῦ ΔΚ ἄμνλνο, ηνζαπηαπιαζίσλ ἔζηαη θαὶ ὁ ΠΖ 

                                                 
1 ΧΙΙ.11 Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као основе. 
2 V.Деф.5 Каже се да су две величине у истој размери, прва према другој као трећа према четвртој, ако су било који једноструки мултиплуми прве и треће у исто време или већи, или 

једнаки, или мањи од било којих мултиплума друге и четврте, сваки према сваком узети у одговарајућем поретку. 
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θύιηλδξνο ηνῦ ΖΒ θπιίλδξνπ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ὁζαπιαζίσλ ἐζηὶλ ὁ ΜΚ ἄμσλ ηνῦ 

ΚΕ ἄμνλνο, ηνζαπηαπιαζίσλ ἐζηὶ θαὶ ὁ ΥΖ θύιηλδξνο ηνῦ ΖΓ θπιίλδξνπ. θαὶ εἰ κὲλ 

ἴζνο ἐζηὶλ ὁ ΚΛ ἄμσλ ηῷ ΚΜ ἄμνλη, ἴζνο ἔζηαη θαὶ ὁ ΠΖ θύιηλδξνο ηῷ ΖΥ θπιίλδξῳ, 

εἰ δὲ κείδσλ ὁ ἄμσλ ηνῦ ἄμνλνο, κείδσλ θαὶ ὁ θύιηλδξνο ηνῦ θπιίλδξνπ, θαὶ εἰ ἐιάζζσλ, 

ἐιάζζσλ. ηεζζάξσλ δὴ κεγεζῶλ ὄλησλ, ἀμόλσλ κὲλ ηῶλ ΔΚ, ΚΕ, θπιίλδξσλ δὲ ηῶλ 

ΒΖ, ΖΓ, εἴιεπηαη ἰζάθηο πνιιαπιάζηα, ηνῦ κὲλ ΔΚ ἄμνλνο θαὶ ηνῦ ΒΖ θπιίλδξνπ ὅ ηε 

ΛΚ ἄμσλ θαὶ ὁ ΠΖ θύιηλδξνο, ηνῦ δὲ ΚΕ ἄμνλνο θαὶ ηνῦ ΖΓ θπιίλδξνπ ὅ ηε ΚΜ ἄμσλ 

θαὶ ὁ ΖΥ θύιηλδξνο, θαὶ δέδεηθηαη, ὅηη εἰ ὑπεξέρεη ὁ ΚΛ ἄμσλ ηνῦ ΚΜ ἄμνλνο, 

ὑπεξέρεη θαὶ ὁ ΠΖ θύιηλδξνο ηνῦ ΖΥ θπιίλδξνπ, θαὶ εἰ ἴζνο, ἴζνο, θαὶ εἰ ἐιάζζσλ, 

ἐιάζζσλ.  

 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ ΔΚ ἄμσλ πξὸο ηὸλ ΚΕ ἄμνλα, νὕησο ὁ ΒΖ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΖΓ 

θύιηλδξνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XΙΙ. 14 

 

Купе и ваљци са једнаким основама су у размери висина. 

 

Нека ваљци ЕΒ и ΕΘ имају једнаке кружне основе АΒ и ΓΓ.  

 

Тврдим да је ваљак ЕΒ према ваљку ΕΓ као и оса ΖΘ према оси КΛ. 

 

Заиста, продужимо осу КΛ према тачки Ν, одмеримо дуж ΛΝ једнаку оси ΖΘ и 

замислимо око осе ΛΝ ваљак ΓМ.  

 

 
 

Пошто су сад ваљци ЕΒ и ΓМ исте висине, они су у размери основа [ΥΗΗ.11]1, а ако 

су основе једнаке, и ваљци ЕΒ и ΓМ су једнаки. И како је ваљак ΕМ пресечен 

равни ΓΓ, која је паралелна са наспрамним равнима, биће ваљак ΓМ према ваљку 

ΕΘ као оса ΛΝ према оси КΛ [ΥΗΗ.13]2. Но ваљак ΓМ једнак је ваљку ЕΒ, а оса ΛΝ 

оси ΖΘ. Према томе је ваљак ЕΒ према ваљку ΕΘ као оса ΖΘ према оси КΛ. Али 

је ваљак ЕΒ према ваљку ΕΓ као купа АΒΖ према купи ΓΓК [ΥΗΗ.10]3.  

 

На овај начин је оса ΖΘ према оси КΛ као купа АΒΖ према купи ΓΓК и као ваљак 

ЕΒ према ваљку ΕΓ. А то је требало доказати. 

Οἱ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ὄληεο θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο ηὰ ὕςε.  

 

Ἔζησζαλ γὰξ ἐπὶ ἴζσλ βάζεσλ ηῶλ ΑΒ, ΓΓ θύθισλ θύιηλδξνη νἱ ΔΒ, ΕΓ:  

 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ὁ ΔΒ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΕΓ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΖΘ ἄμσλ πξὸο ηὸλ 

ΚΛ ἄμνλα.  

 

θβεβιήζζσ γὰξ ὁ ΚΛ ἄμσλ ἐπὶ ηὸ Ν ζεκεῖνλ, θαὶ θείζζσ ηῷ ΖΘ ἄμνλη ἴζνο ὁ ΛΝ, θαὶ 

πεξὶ ἄμνλα ηὸλ ΛΝ θύιηλδξνο λελνήζζσ ὁ ΓΜ.  

 

 
 

ἐπεὶ νὖλ νἱ ΔΒ, ΓΜ θύιηλδξνη ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο εἰζίλ, πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο αἱ 
βάζεηο. ἴζαη δέ εἰζηλ αἱ βάζεηο ἀιιήιαηο: ἴζνη ἄξα εἰζὶ θαὶ νἱ ΔΒ, ΓΜ θύιηλδξνη. θαὶ ἐπεὶ 
θύιηλδξνο ὁ ΕΜ ἐπηπέδῳ ηέηκεηαη ηῷ ΓΓ παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο, 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ ΓΜ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΕΓ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΛΝ ἄμσλ πξὸο ηὸλ ΚΛ 

ἄμνλα. ἴζνο δέ ἐζηηλ ὁ κὲλ ΓΜ θύιηλδξνο ηῷ ΔΒ θπιίλδξῳ, ὁ δὲ ΛΝ ἄμσλ ηῷ ΖΘ 

ἄμνλη: ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ ΔΒ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΕΓ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΖΘ ἄμσλ πξὸο 

ηὸλ ΚΛ ἄμνλα. ὡο δὲ ὁ ΔΒ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΕΓ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΑΒΖ θῶλνο 

πξὸο ηὸλ ΓΓΚ θῶλνλ.  

 

θαὶ ὡο ἄξα ὁ ΖΘ ἄμσλ πξὸο ηὸλ ΚΛ ἄμνλα, νὕησο ὁ ΑΒΖ θῶλνο πξὸο ηὸλ ΓΓΚ θῶλνλ 

θαὶ ὁ ΔΒ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ ΕΓ θύιηλδξνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

                                                 
1 ΧΙΙ.11 Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као основе. 
2 ΧΙΙ.13 Ако је ваљак пресечен неком равни паралелном са наспрамним равнима, отсећи ће се оса према оси као ваљак према ваљку. 
3 ΧΙΙ.10 Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако имају исту основу и једнаке висине. 
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XΙΙ. 15 

 

Код једнаких купа и ваљака основе су обрнуто пропорционалне висинама 

купе и ваљци, код којих су основе обрнуто пропорционалне висинама, 

једнаки су. 
 

Нека су дате једнаке купе и једнаки ваљци, који имају кругове АΒΓΓ и ЕΕΖΘ у 

основама, и пречнике АΓ и ЕΖ, а осе КΛ и МΝ, које су и висине купа и ваљака па 

допунимо ваљке АΞ и ЕО.  

 

 
 

Тврдим да су код ваљка А и ЕО основе обрнуто пропорционалне висинама, тј. 

основа АΒΓΓ је према основи ЕΕΖΘ као висина МΝ према висини КΛ. 

 

Заиста, висина ΛК је или једнака висини МΝ или није. Нека је, прво, једнака. Но и 

ваљак АΞ једнак је ваљку ЕО. Али купе и ваљци са истом висином су у размери 

међу собом као основе [ΥΗΗ.11]1. Према томе је и основа АΒΓΓ једнака основи 

ЕΕΖΘ. И обрнуто, основа АΒΓΓ према основи ЕΕΖΘ је као висина МΝ према 

висини КΛ. 

Нека међутим висина ΛК не буде једнака висини МΝ, већ ова, МΝ, већа. 

Одузмимо од МΝ висину ΠΝ, једнаку КΛ, и пресецимо ваљак ЕО са равни ТΤ 

кроз тачку Π, равни која је паралелна са равнима - ЕΕΖΘ и круга ΡО - и над круго 

ЕΕΖΘ као основом замислимо ваљак Е са висином ΝΠ. Пошто је ваљак АΞ 

једнак ваљку ЕО, биће ваљак АΞ према ваљку Е као ваљак ЕО према ваљку Е 

[V.7]2. Но ваљак АΞ је према ваљку Е као основа АΒΓΓ према основи ЕΕΖΘ, јер 

ваљци АΞ и Е имају исту висину [ΥΗΗ.11]. Но ваљак ЕО је према ваљку Е као 

Τῶλ ἴζσλ θώλσλ θαὶ θπιίλδξσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ: θαὶ ὧλ 

θώλσλ θαὶ θπιίλδξσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, ἴζνη εἰζὶλ ἐθεῖλνη.  

 

Ἔζησζαλ ἴζνη θῶλνη θαὶ θύιηλδξνη, ὧλ βάζεηο κὲλ νἱ ΑΒΓΓ, ΔΕΖΘ θύθινη, δηάκεηξνη 

δὲ αὐηῶλ αἱ ΑΓ, ΔΖ, ἄμνλεο δὲ νἱ ΚΛ, ΜΝ, νἵηηλεο θαὶ ὕςε εἰζὶ ηῶλ θώλσλ ἢ 

θπιίλδξσλ, θαὶ ζπκπεπιεξώζζσζαλ νἱ ΑΞ, ΔΟ θύιηλδξνη.  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηῶλ ΑΞ, ΔΟ θπιίλδξσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ 

ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΚΛ ὕςνο.  

 

Σὸ γὰξ ΛΚ ὕςνο ηῷ ΜΝ ὕςεη ἤηνη ἴζνλ ἐζηὶλ ἢ νὔ. ἔζησ πξόηεξνλ ἴζνλ. ἔζηη δὲ θαὶ ὁ 

ΑΞ θύιηλδξνο ηῷ ΔΟ θπιίλδξῳ ἴζνο. νἱ δὲ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ὄληεο θῶλνη θαὶ 
θύιηλδξνη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο αἱ βάζεηο: ἴζε ἄξα θαὶ ἡ ΑΒΓΓ βάζηο ηῇ ΔΕΖΘ 

βάζεη. ὥζηε θαὶ ἀληηπέπνλζελ, ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ 

ὕςνο πξὸο ηὸ ΚΛ ὕςνο. ἀιιὰ δὴ κὴ ἔζησ ηὸ ΛΚ ὕςνο ηῷ ΜΝ ἴζνλ, ἀιι' ἔζησ κεῖδνλ 

ηὸ ΜΝ, θαὶ ἀθῃξήζζσ ἀπὸ ηνῦ ΜΝ ὕςνπο ηῷ ΚΛ ἴζνλ ηὸ ΠΝ, θαὶ δηὰ ηνῦ Π ζεκείνπ 

ηεηκήζζσ ὁ ΔΟ θύιηλδξνο ἐπηπέδῳ ηῷ ΣΤ παξαιιήιῳ ηνῖο ηῶλ ΔΕΖΘ, ΡΟ θύθισλ 

ἐπηπέδνηο, θαὶ ἀπὸ βάζεσο κὲλ ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ, ὕςνπο δὲ ηνῦ ΝΠ θύιηλδξνο 

                                                 
1 ΧΙΙ.11 Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као основе. 
2
 V.7 Једнаке величине су пема истој величини у истој размери и иста величина је према једнаким величинама у истој размери. 
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висина МΝ према висини ΠΝ, јер је ваљак ЕО пресечен са равни која је паралелна 

са наспрамним равнима [ΥΗΗ.13]1. Према томе је основа АΒΓΓ према основи ЕΕΝΘ 

као висина МΝ према висини ΠΝ [V.11]2. Али је висина ΠΝ једнака висини КΛ. 

Дакле, основа АΒΓΓ је према основи ЕΕΝΘ као висина МΝ према висини КΛ. На 

овај начин су код ваљака АΞ и ЕО основе обрнуто пропорционалне висинама. 

Нека су сад код ваљака АΞ и ЕО основе обрнуто пропорционалне висинама, тј. 

основа АΒΓΓ је према основи ЕΕΝΘ као висина ЕΝ према висини КΛ. Тврдим да 

је ваљак АΞ једнак ваљку ЕО. 

Заиста, после истих конструкција закључујемо, да ће се, пошто је основа АΒΓΓ 

према основи ЕΕΖΘ као висина МΝ према висини КΛ, а висина КΛ једнака 

висини ΠΝ, основа АΒΓΓ односити према основи ЕΕΖΘ као висина МΝ према 

висини ΠΝ. Али основа АΒΓΓ је према основи ЕΕΖΘ као ваљак АΞ према ваљку 

Е, јер су они са истом висином [ΥΗΗ.11]3. И висина МΝ је према висини ΠΝ као 

ваљак ЕО према ваљку Е [ΥΗΗ.13]. Према томе је ваљак АΞ према ваљку Е као 

ваљак ЕО према ваљку Е [V.11].  

 

На овај начин је ваљак АΞ једнак ваљку ЕО [V.9]4. Исто и са купама. А то је 

требало доказати. 

λελνήζζσ ὁ Δ. θαὶ ἐπεὶ ἴζνο ἐζηὶλ ὁ ΑΞ θύιηλδξνο ηῷ ΔΟ θπιίλδξῳ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ 

ΑΞ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΔΟ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ. 

ἀιι' ὡο κὲλ ὁ ΑΞ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ 

ΔΕΖΘ: ὑπὸ γὰξ ηὸ αὐηὸ ὕςνο εἰζὶλ νἱ ΑΞ, Δ θύιηλδξνη: ὡο δὲ ὁ ΔΟ θύιηλδξνο πξὸο 

ηὸλ Δ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΠΝ ὕςνο: ὁ γὰξ ΔΟ θύιηλδξνο ἐπηπέδῳ ηέηκεηαη 

παξαιιήιῳ ὄληη ηνῖο ἀπελαληίνλ ἐπηπέδνηο. ἔζηηλ ἄξα θαὶ ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ 

ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΠΝ ὕςνο. ἴζνλ δὲ ηὸ ΠΝ ὕςνο ηῷ ΚΛ ὕςεη: 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΚΛ 

ὕςνο. ηῶλ ἄξα ΑΞ, ΔΟ θπιίλδξσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ. Ἀιιὰ δὴ ηῶλ 

ΑΞ, ΔΟ θπιίλδξσλ ἀληηπεπνλζέησζαλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαὶ ἔζησ ὡο ἡ ΑΒΓΓ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΚΛ ὕςνο: ιέγσ, ὅηη ἴζνο 

ἐζηὶλ ὁ ΑΞ θύιηλδξνο ηῷ ΔΟ θπιίλδξῳ. Σῶλ γὰξ αὐηῶλ θαηαζθεπαζζέλησλ ἐπεί ἐζηηλ 

ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΚΛ ὕςνο, ἴζνλ 

δὲ ηὸ ΚΛ ὕςνο ηῷ ΠΝ ὕςεη, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ βάζηλ, 

νὕησο ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΠΝ ὕςνο. ἀιι' ὡο κὲλ ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΕΖΘ 

βάζηλ, νὕησο ὁ ΑΞ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ: ὑπὸ γὰξ ηὸ αὐηὸ ὕςνο εἰζίλ: ὡο 

δὲ ηὸ ΜΝ ὕςνο πξὸο ηὸ ΠΝ [ ὕςνο ], νὕησο ὁ ΔΟ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ: 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ὁ ΑΞ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ Δ θύιηλδξνλ, νὕησο ὁ ΔΟ θύιηλδξνο πξὸο ηὸλ 

Δ.  

 

ἴζνο ἄξα ὁ ΑΞ θύιηλδξνο ηῷ ΔΟ θπιίλδξῳ. ὡζαύησο δὲ θαὶ ἐπὶ ηῶλ θώλσλ: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΙΙ.13 Ако је ваљак пресечен неком равни паралелном са наспрамним равнима, отсећи ће се оса према оси као ваљак према ваљку. 
2 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
3 ΧΙΙ.11 Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као основе. 
4 V.9 Величине, које су према истој величини у истој размери, једнаке су међу собом, и величине према којим је иста величина у истој размери једнаке су. 
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XΙΙ. 16 

 

Ако су дата два круга са истим центрима, уписати у већи круг једнакострани 

многоугао, са парним бројем страна који не додирују мањи круг. 
 

Нека су дата два круга АΒΓΓ и ЕΕΖΘ са истим центром К.  

 

 
 

Треба у већи круг АΒΓΓ уписати једнакострани многоугао са парним бројем 

страна који не додирује круг ЕΕΖΘ. 

 

Повуцимо кроз центар К праву ΒΚΓ, а кроз тачку праве ΒΓ повуцимо, под правим 

углом, праву ΖА и продужимо је до Γ. Права АΓ је, према томе, тангента круга 

ЕΕΖΘ [ΗΗΗ.16.Последица]1. Преполовимо лук ΒΑΓ и његову половину поново 

преполовимо; поступајући тако стално, добићемо лук мањи од АΓ [X.1]2. Нека је 

то постигнуто и нека то буде ΛΓ; и из тачке Λ спустимо на ΒΓ нормалу ΛМ и 

продужимо до Ν, и повуцимо ΛΓ и ΓΝ; тада је ΛΓ једнако ΓΝ [III.33, I.44]. Пошто 

је ΛΝ паралелна са АΓ, а АΓ тангента круга ЕΕΖΘ права ΛΝ неће додиривати круг 

ЕΕΖΘ. Утолико пре дужи ΛΓ, ΓΝ неће додиривати круг ЕΕΖΘ.  

Γύν θύθισλ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ ὄλησλ εἰο ηὸλ κείδνλα θύθινλ πνιύγσλνλ 

ἰζόπιεπξόλ ηε θαὶ ἀξηηόπιεπξνλ ἐγγξάςαη κὴ ςαῦνλ ηνῦ ἐιάζζνλνο θύθινπ.  

 

Ἔζησζαλ νἱ δνζέληεο δύν θύθινη νἱ ΑΒΓΓ, ΔΕΖΘ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ ηὸ Κ:  

 

 
 

δεῖ δὴ εἰο ηὸλ κείδνλα θύθινλ ηὸλ ΑΒΓΓ πνιύγσλνλ ἰζόπιεπξόλ ηε θαὶ ἀξηηόπιεπξνλ 

ἐγγξάςαη κὴ ςαῦνλ ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ.  

 

Ἤρζσ γὰξ δηὰ ηνῦ Κ θέληξνπ εὐζεῖα ἡ ΒΚΓ, θαὶ ἀπὸ ηνῦ Ζ ζεκείνπ ηῇ ΒΓ εὐζείᾳ πξὸο 

ὀξζὰο ἤρζσ ἡ ΖΑ θαὶ δηήρζσ ἐπὶ ηὸ Γ: ἡ ΑΓ ἄξα ἐθάπηεηαη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ. 

ηέκλνληεο δὴ ηὴλ ΒΑΓ πεξηθέξεηαλ δίρα θαὶ ηὴλ ἡκίζεηαλ αὐηῆο δίρα θαὶ ηνῦην ἀεὶ 
πνηνῦληεο θαηαιείςνκελ πεξηθέξεηαλ ἐιάζζνλα ηῆο ΑΓ. ιειείθζσ, θαὶ ἔζησ ἡ ΛΓ, θαὶ 

ἀπὸ ηνῦ Λ ἐπὶ ηὴλ ΒΓ θάζεηνο ἤρζσ ἡ ΛΜ θαὶ δηήρζσ ἐπὶ ηὸ Ν, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ 

                                                 
1 ΙΙΙ.16.Последица Права повучена нормално на пречник у крају тог пречника додирује круг (и права додирује круг само у једној тачки и да се права која има са кругом две заједничке тачке 

налази у кругу).  
2 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 

која је мања од дате мање величине. 
3 III.3 Ако права у кругу, која пролази кроз центар (пречник), полови неку другу праву, која не пролази кроз центар (тетиву), онда она сече ту другу под правим угловима; и ако сече под 
правим угловима, она је полови. 
4 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
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Према томе, ако у кругу АΒΓΓ почнемо цртати праве једнаке ΛΓ, биће у круг 

АΒΓΓ уписан једнакостран многоугао, са парним бројем страна, који не додирује 

мањи круг ЕΕΖΘ. А то је требало извести. 

ΛΓ, ΓΝ: ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΛΓ ηῇ ΓΝ. θαὶ ἐπεὶ παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΛΝ ηῇ ΑΓ, ἡ δὲ ΑΓ 

ἐθάπηεηαη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ, ἡ ΛΝ ἄξα νὐθ ἐθάπηεηαη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ: πνιιῷ 

ἄξα αἱ ΛΓ, ΓΝ νὐθ ἐθάπηνληαη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ.  

 

ἐὰλ δὴ ηῇ ΛΓ εὐζείᾳ ἴζαο θαηὰ ηὸ ζπλερὲο ἐλαξκόζσκελ εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, 

ἐγγξαθήζεηαη εἰο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ πνιύγσλνλ ἰζόπιεπξόλ ηε θαὶ ἀξηηόπιεπξνλ κὴ 

ςαῦνλ ηνῦ ἐιάζζνλνο θύθινπ ηνῦ ΔΕΖΘ: ὅπεξ ἔδεη πνηῆζαη. 
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XΙΙ. 17 

 

Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у већу сферу полиедарско 

тело које не додирује површину мање сфере. 
 

Нека су дате две сфере са истим центром А.  

 

Треба у већу сферу уписати полиедарско тело које не додирује површину мање 

сфере. 

 

Пресецимо ове сфере неком равни кроз центар. Тада су пресеци кругови, јер се 

сфера добија обртањем полукруга око непомичног пречника [ΥΗ.Деф.14]1, те тако 

ма у ком положају ми замислили тај плукруг, раван кроз исти даје круг на 

површини сфере. И јасно је да је тај круг највећи могући, јер је пречник сфере, 

који је у исто време пречник и полусфере, а природно, и круга, највећа дуж која 

може да стане у круг или у сферу. Нека сад ΒΓΓΔ буде круг веће сфере, а ΕΖΘ 

круг мање сфере; повуцимо два пречника ΒΓ и ΓЕ, управна један на други.  

 

 
 

То су два круга са истим центром, ΒΓΓΔ и ΕΖΘ па упишимо у већи круг ΒΓΓΔ 

Δύν ζθαηξῶλ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ νὐζῶλ εἰο ηὴλ κείδνλα ζθαῖξαλ ζηεξεὸλ 

πνιύεδξνλ ἐγγξάςαη κὴ ςαῦνλ ηῆο ἐιάζζνλνο ζθαίξαο θαηὰ ηὴλ ἐπηθάλεηαλ.  

 

Νελνήζζσζαλ δύν ζθαῖξαη πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ ηὸ Α:  

 

δεῖ δὴ εἰο ηὴλ κείδνλα ζθαῖξαλ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ ἐγγξάςαη κὴ ςαῦνλ ηῆο ἐιάζζνλνο 

ζθαίξαο θαηὰ ηὴλ ἐπηθάλεηαλ.  

 

Σεηκήζζσζαλ αἱ ζθαῖξαη ἐπηπέδῳ ηηλὶ δηὰ ηνῦ θέληξνπ: ἔζνληαη δὴ αἱ ηνκαὶ θύθινη, 

ἐπεηδήπεξ κελνύζεο ηῆο δηακέηξνπ θαὶ πεξηθεξνκέλνπ ηνῦ ἡκηθπθιίνπ ἐγίγλεην ἡ 

ζθαῖξα: ὥζηε θαὶ θαζ' νἵαο ἂλ ζέζεσο ἐπηλνήζσκελ ηὸ ἡκηθύθιηνλ, ηὸ δη' αὐηνῦ 

ἐθβαιιόκελνλ ἐπίπεδνλ πνηήζεη ἐπὶ ηῆο ἐπηθαλείαο ηῆο ζθαίξαο θύθινλ. θαὶ θαλεξόλ, 

ὅηη θαὶ κέγηζηνλ, ἐπεηδήπεξ ἡ δηάκεηξνο ηῆο ζθαίξαο, ἥηηο ἐζηὶ θαὶ ηνῦ ἡκηθπθιίνπ 

δηάκεηξνο δειαδὴ θαὶ ηνῦ θύθινπ, κείδσλ ἐζηὶ παζῶλ ηῶλ εἰο ηὸλ θύθινλ ἢ ηὴλ 

ζθαῖξαλ δηαγνκέλσλ [ εὐζεηῶλ ]. ἔζησ νὖλ ἐλ κὲλ ηῇ κείδνλη ζθαίξᾳ θύθινο ὁ ΒΓΓΔ, 

ἐλ δὲ ηῇ ἐιάζζνλη ζθαίξᾳ θύθινο ὁ ΕΖΘ, θαὶ ἤρζσζαλ αὐηῶλ δύν δηάκεηξνη πξὸο 

ὀξζὰο ἀιιήιαηο αἱ ΒΓ, ΓΔ,  

 

 

                                                 
1 ΧΙ.Деф.14 Ако пречник полукруга остаје непокретан, а полукруг се око њега обрће и врати у положај из којег је почео кретање, обухваћена фигура је сфера (лопта). 
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једнакострани многоугао са парним бројем страна, који не додирује мањи круг 

ΕΖΘ. Нека су ΒК, КΛ, ΛМ, МЕ његове стране у квадрату ΒЕ; па повуцимо праву 

КА, продужимо до Ν, затим из тачке А повуцимо нормалу АΞ на раван круга 

ΒΓΓΔ и нека ова сече површину сфере у тачки Ξ, па кроз АΞ и сваку од ΒΓ и КΝ 

конструишимо равни.  

Оне ће на површини сфере образовати велике кругове. Узмимо да образују оне 

кругове којима припадају кругови ΒΞΓ и КΞΝ на пречницима ΒΓ и КΝ. Пошто је 

ΞА управна на равни круга ΒΓΓΔ и свака раван кроз ΞА је управна на равни круга 

ΒΓΓΔ [ΥΗ.18]1, биће и полукругови ΒΞΓ и КΞΝ управни на равни круга ΒΓΓΔ. А 

тако су ΒЕΓ, ΒΞΓ и КΞΝ једнаки полукругови, јер су на једнаким пречницима ΒΓ 

и КΝ, биће једнаки међу собом и квадранти ΒЕ, ΒΞ и КΞ. И према томе колико је 

страна многоугла у квадранту ΒЕ толико ће бити дужи једнаких ΒК, КΛ, ΛМ, МЕ 

у једнаким квадрантима ΒΞ и КΞ. Упишимо и нацртајмо ΒО, ОΠ, ΠΡ, ΡΞ, К, Т, 

ТΤ, ΤΞ, затим спојимо О, ТΠ, ΤΡ, па из тачке О и  спустимо нормале на раван 

круга ΒΓΓΔ [ΥΗ.11]2. Оне ће пасти на ΒΓ и на КΝ, што су пресеци равни, јер су 

равни ΒΞΓ и КΞΝ управне на равни круга ΒΓΓΔ [ΥΗ.Деф.4]3. Нека то буду 

нормале ОΦ и Υ па повуцимо ΥΦ. И пошто су на једнаким полукруговима, ΒΞΓ 

и КΞΝ, одмерени једнаки лукови ΒО и Κ, и повучене нормале ОΦ и Ζ биће ОΦ 

једнако Υ и ΒΦ једнако КΥ [III.274, I.265]. А пошто је цело ΒА једнако целом КА, 

биће и остатак ΦА једнак остатку ΥА. Према томе је ΒΦ према ΦА као КΥ према 

ΥА и ΖΦ је паралелно са КΒ [VI.2]6.  

А пошто је свако од ОΦ и Ζ управно на равни круга ΒΓΓΔ, биће ОΦ паралелно 

Ζ [ΥΗ.6]7. А доказано је да је једно другом једнако. Према томе су ΖΦ и О међу 

собом једнаки и паралелни [I.33]8. И пошто је ΖΦ паралелно О а ΖΦ је паралелно 

КΒ, онда је и О паралелно КΒ [ΥΗ.9]9. Сад повуццимо ΒО и К. Тада је ΚΒО 

раван четвороугао, јер, ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих су 

узете две произвољне тачке, две праве, које спајају те тачке, биће у равни 

паралелних правих [ΥΗ.7]10. Из истих разлога је и сваки од четвороуглова ОΠТ и 

ТΠΡΤ у равни. А и троугао ΤΡΞ је у равни. Ако замислимо праве што спајају 

тачку А са тачкама О, , Π, Т, Ρ, Τ, онда се образује нека полиедарска фигура која 

се налази између лукова ΒΞ и КΞ и која је образована од пирамида које имају у 

 

θαὶ δύν θύθισλ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ ὄλησλ ηῶλ ΒΓΓΔ, ΕΖΘ εἰο ηὸλ κείδνλα θύθινλ 

ηὸλ ΒΓΓΔ πνιύγσλνλ ἰζόπιεπξνλ θαὶ ἀξηηόπιεπξνλ ἐγγεγξάθζσ κὴ ςαῦνλ ηνῦ 

ἐιάζζνλνο θύθινπ ηνῦ ΕΖΘ, νὗ πιεπξαὶ ἔζησζαλ ἐλ ηῷ ΒΔ ηεηαξηεκνξίῳ αἱ ΒΚ, ΚΛ, 

ΛΜ, ΜΔ, θαὶ ἐπηδεπρζεῖζα ἡ ΚΑ δηήρζσ ἐπὶ ηὸ Ν, θαὶ ἀλεζηάησ ἀπὸ ηνῦ Α ζεκείνπ ηῷ 

ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπηπέδῳ πξὸο ὀξζὰο ἡ ΑΞ θαὶ ζπκβαιιέησ ηῇ ἐπηθαλείᾳ ηῆο 

ζθαίξαο θαηὰ ηὸ Ξ, θαὶ δηὰ ηῆο ΑΞ θαὶ ἑθαηέξαο ηῶλ ΒΓ, ΚΝ ἐπίπεδα ἐθβεβιήζζσ: 

πνηήζνπζη δὴ δηὰ ηὰ εἰξεκέλα ἐπὶ ηῆο ἐπηθαλείαο ηῆο ζθαίξαο κεγίζηνπο θύθινπο. 

πνηείησζαλ, ὧλ ἡκηθύθιηα ἔζησ ἐπὶ ηῶλ ΒΓ, ΚΝ δηακέηξσλ ηὰ ΒΞΓ, ΚΞΝ. θαὶ ἐπεὶ ἡ 

ΞΑ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπίπεδνλ, θαὶ πάληα ἄξα ηὰ δηὰ ηῆο ΞΑ 

ἐπίπεδά ἐζηηλ ὀξζὰ πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπίπεδνλ: ὥζηε θαὶ ηὰ ΒΞΓ, ΚΞΝ 

ἡκηθύθιηα ὀξζά ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπίπεδνλ. θαὶ ἐπεὶ ἴζα ἐζηὶ ηὰ ΒΔΓ, 

ΒΞΓ, ΚΞΝ ἡκηθύθιηα: ἐπὶ γὰξ ἴζσλ εἰζὶ δηακέηξσλ ηῶλ ΒΓ, ΚΝ: ἴζα ἐζηὶ θαὶ ηὰ ΒΔ, 

ΒΞ, ΚΞ ηεηαξηεκόξηα ἀιιήινηο. ὅζαη ἄξα εἰζὶλ ἐλ ηῷ ΒΔ ηεηαξηεκνξίῳ πιεπξαὶ ηνῦ 

πνιπγώλνπ, ηνζαῦηαί εἰζη θαὶ ἐλ ηνῖο ΒΞ, ΚΞ ηεηαξηεκνξίνηο ἴζαη ηαῖο ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, 

ΜΔ εὐζείαηο. ἐγγεγξάθζσζαλ θαὶ ἔζησζαλ αἱ ΒΟ, ΟΠ, ΠΡ, ΡΞ, Κ, Σ, ΣΤ, ΤΞ, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ Ο, ΣΠ, ΤΡ, θαὶ ἀπὸ ηῶλ Ο,  ἐπὶ ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπίπεδνλ 

θάζεηνη ἤρζσζαλ: πεζνῦληαη δὴ ἐπὶ ηὰο θνηλὰο ηνκὰο ηῶλ ἐπηπέδσλ ηὰο ΒΓ, ΚΝ, 

ἐπεηδήπεξ θαὶ ηὰ ηῶλ ΒΞΓ, ΚΞΝ ἐπίπεδα ὀξζά ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ 

ἐπίπεδνλ. πηπηέησζαλ, θαὶ ἔζησζαλ αἱ ΟΦ, Υ, θαὶ ἐπεδεύρζσ ἡ ΥΦ. θαὶ ἐπεὶ ἐλ ἴζνηο 

ἡκηθπθιίνηο ηνῖο ΒΞΓ, ΚΞΝ ἴζαη ἀπεηιεκκέλαη εἰζὶλ αἱ ΒΟ, Κ, θαὶ θάζεηνη ἠγκέλαη 

εἰζὶλ αἱ ΟΦ, Υ, ἴζε [ ἄξα ] ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΟΦ ηῇ Υ, ἡ δὲ ΒΦ ηῇ ΚΥ. ἔζηη δὲ θαὶ ὅιε ἡ 

ΒΑ ὅιῃ ηῇ ΚΑ ἴζε: θαὶ ινηπὴ ἄξα ἡ ΦΑ ινηπῇ ηῇ ΥΑ ἐζηηλ ἴζε: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΒΦ 

πξὸο ηὴλ ΦΑ, νὕησο ἡ ΚΥ πξὸο ηὴλ ΥΑ: παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΥΦ ηῇ ΚΒ. θαὶ ἐπεὶ 

ἑθαηέξα ηῶλ ΟΦ, Υ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΓΓΔ θύθινπ ἐπίπεδνλ, παξάιιεινο ἄξα 

ἐζηὶλ ἡ ΟΦ ηῇ Υ. ἐδείρζε δὲ αὐηῇ θαὶ ἴζε: θαὶ αἱ ΥΦ, Ο ἄξα ἴζαη εἰζὶ θαὶ 

παξάιιεινη. θαὶ ἐπεὶ παξάιιειόο ἐζηηλ ἡ ΥΦ ηῇ Ο, ἀιιὰ ἡ ΥΦ ηῇ ΚΒ ἐζηη 

παξάιιεινο, θαὶ ἡ Ο ἄξα ηῇ ΚΒ ἐζηη παξάιιεινο. θαὶ ἐπηδεπγλύνπζηλ αὐηὰο αἱ ΒΟ, 

Κ: ηὸ ΚΒΟ ἄξα ηεηξάπιεπξνλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ, ἐπεηδήπεξ, ἐὰλ ὦζη δύν εὐζεῖαη 

παξάιιεινη, θαὶ ἐθ' ἑθαηέξαο αὐηῶλ ιεθζῇ ηπρόληα ζεκεῖα, ἡ ἐπὶ ηὰ ζεκεῖα 

                                                 
1 ΧΙ.18 Ако је права управна на некој равни, свака раван што пролази кроз ту праву, управна је на тој равни. 
2 ΧΙ.11 Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 
3 ΧΙ.Деф.4 Раван је нормална на равни, ако су праве, нормалне на пресеку тих равни у једној равни, нормалне на другој равни. 
4 III.27 У једнаким круговима међусобно су једнаки углови, ако су они било централни било периферијски над једнаким луцима. 
5 I.26 Ако су код два троугла два угла једног једнаки двама угловима другог, и то одговарајућим, и једна страна једног једнака једној страни другог или она на којој су једнаки углови или 

она што је спрам једног од једнаких углова, онда су и остале стране једнаке осталим странама, и то одговарајућим, а преостали угао једнак је преосталом углу. 
6 VI. 2 Ако је у троуглу повучена нека права паралелна једној од страна, та права сече остале стране пропорционално; и ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што спаја 

пресечне тачке паралелна је преосталој страници троугла. 
7 ΧΙ.6 Ако су две праве управне на истој равни, оне су паралелне. 
8 I. 33 Праве што спајају са истих страна крајеве једнаких и паралелних дужи саме су једнаке и паралелне. 
9 ΧΙ.9 Праве паралелне истој правој, које се са овом не налазе у истој равни, паралелне су међу собом. 
10 ΧΙ.7 Ако постоје две паралелне праве и на свакој од њих је узета по једна произвољна тачка, биће права што их спаја у истој равни са паралелним. 
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основама четвороуглове КΒΟ, ОΠТ, ТΠΡΤ и троугао ΤΡΞ, а врх у тачки А. Ако 

на свакој од страна КΛ, ΛМ, МЕ извршимо исте конструкције као и на ΒК, и исто 

тако и у осталим трима квадрантима, добива се фигура полиедра уписаног у сферу 

и састављеног од пирамида са четвороугловима и троуглом ΤΡΞ у основама, а 

такође и од основа у сличном положају са њима, и са врхом у тачки А. 

Тврдим да наведени полиедар неће додиривати површину мање сфере на чијој је 

површини круг ΕΖΘ. 

Из тачке А спустимо нормалу АΦ на раван четвороугла КΒО и нека она продире 

ту раван у тачки Φ [ΥΗ.11]1, па повуцимо Β и ΦК. Пошто је АΦ нормала на равни 

четвороугла КΒО, она ће бити управна и на свакој правој у тој равни која је сече 

[ΥΗ.Деф.3]. Према томе је АΦ управна и на свакој од правих ΒΦ и ΦК. И пошто је 

АΒ једнако АК биће и квадрат на АΒ једнак квадрату на АК. Но квадрат на АΒ 

једнак је збиру квадрата на АΦ и на ΦΒ [I.47]2, јер је угао код Φ прав. И квадрат на 

АК једнак је збиру квадрата АΦ и ΦК [I.47]. Значи збир квадрата на АΦ и ΦΒ 

једнак је збиру квадрата на АΦ и на ΦК. Одузмимо заједнички квадрат на АΦ. 

Тада је и преостали квадрат на ΒΦ једнак преосталом квадрату на ΦК. Значи и ΒΦ 

једнако је ΦК. На сличан начин се доказује да су и праве повучене из Φ у О и у  

једнаке свакој од правих ΒΦ и ΦК. Према томе круг коме је центар у Φ и дужи ΦΒ 

и ΦК као полупречници проћиће и кроз тачке О и , а четвороугао КΒО биће у 

кругу. 

И пошто је КΒ веће од ΥΦ, а ΥΦ је једнако О , веће је и ΚΒ од О. Но КΒ је 

једнако и К и ΒО. Према томе је и свако од К и ΒО веће од О. И пошто је 

четвороугао КΒО у кругу, дужи КΒ, ΒО, К су једнаке, а О је мање и ΒΦ је 

полупречник, биће квадрат на КΒ већи од удвостручемог квадрата на ΒΦ. 

Повуцимо из К нормалу КΧ на ΒΦ. Сад пошто је ΒΓ мање од двоструког ΓΧ, и 

ΒΓ је према ΓΧ као правоугаоник од ΓΒ и ΒΧ према правоугаонику од ΓΧ и ΧΒ, 

онда ће, кад се на ΒΧ конструише квадрат и допуни паралелограм на ΧΓ, 

правоугаоник од ΓΒ и ΒΧ бити мањи од двоструког правоугаоника од ΓΒ и ΧΒ. И 

ако се повуче КΓ биће правоугаоник од ΓΒ и ΒΧ једнак квадрату на ΒК и 

правоугаоник од ΓΧ и ΧΒ једнак квадрату на КΧ. И према томе је квадрат на КΒ 

мањи од удвострученог квадрата на ΒΧ. Али квадрат на КΒ је већи од 

удвострученог квадрата на ΒΦ па је према томе и квадрат на КΧ већи од квадрата 

на ΒΦ. Но како је ΒА једнако КА, биће и квадрат на ΒА једнак квадрату на АК. И 

збир квадрата на ΒΦ и на ΦА једнак је квадрату на ΒА, а збир квадрата на КΧ и на 

ΧА квадрату на КА [I.47]3, па је према томе збир квадрата на ΒΦ и на ΦА једнак 

збиру квадрата на КΧ и на ΧА, али квадрат на КΧ је већи од квадрата на ΒΦ. 

Значи, преостали квадрат на ΧА мањи је од квадрата на ΦА. Због тога је АΦ веће 

од АΧ. Тим пре је АΦ веће од АΖ. И АΦ је нормала спуштена на једну од основа 

полиедара, а АΖ је нормала повучена према површини мање сфере. Према томе 

ἐπηδεπγλπκέλε εὐζεῖα ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ ἐζηὶ ηαῖο παξαιιήινηο. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ 
ἑθάηεξνλ ηῶλ ΟΠΣ, ΣΠΡΤ ηεηξαπιεύξσλ ἐλ ἑλί ἐζηηλ ἐπηπέδῳ. ἔζηη δὲ θαὶ ηὸ ΤΡΞ 

ηξίγσλνλ ἐλ ἑλὶ ἐπηπέδῳ. ἐὰλ δὴ λνήζσκελ ἀπὸ ηῶλ Ο, , Π, Σ, Ρ, Τ ζεκείσλ ἐπὶ ηὸ Α 

ἐπηδεπγλπκέλαο εὐζείαο, ζπζηαζήζεηαί ηη ζρῆκα ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ κεηαμὺ ηῶλ ΒΞ, 

ΚΞ πεξηθεξεηῶλ ἐθ ππξακίδσλ ζπγθείκελνλ, ὧλ βάζεηο κὲλ ηὰ ΚΒΟ, ΟΠΣ, ΣΠΡΤ 

ηεηξάπιεπξα θαὶ ηὸ ΤΡΞ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Α ζεκεῖνλ. ἐὰλ δὲ θαὶ ἐπὶ ἑθάζηεο 

ηῶλ ΚΛ, ΛΜ, ΜΔ πιεπξῶλ θαζάπεξ ἐπὶ ηῆο ΒΚ ηὰ αὐηὰ θαηαζθεπάζσκελ θαὶ ἔηη ἐπὶ 

ηῶλ ινηπῶλ ηξηῶλ ηεηαξηεκνξίσλ, ζπζηαζήζεηαί ηη ζρῆκα πνιύεδξνλ ἐγγεγξακκέλνλ 

εἰο ηὴλ ζθαῖξαλ ππξακίζη πεξηερόκελνλ, ὧλ βάζεηο [ κὲλ ] ηὰ εἰξεκέλα ηεηξάπιεπξα θαὶ 
ηὸ ΤΡΞ ηξίγσλνλ θαὶ ηὰ ὁκνηαγῆ αὐηνῖο, θνξπθὴ δὲ ηὸ Α ζεκεῖνλ. Λέγσ, ὅηη ηὸ 

εἰξεκέλνλ πνιύεδξνλ νὐθ ἐθάςεηαη ηῆο ἐιάζζνλνο ζθαίξαο θαηὰ ηὴλ ἐπηθάλεηαλ, ἐθ' 

ἧο ἐζηηλ ὁ ΕΖΘ θύθινο. Ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Α ζεκείνπ ἐπὶ ηὸ ηνῦ ΚΒΟ ηεηξαπιεύξνπ 

ἐπίπεδνλ θάζεηνο ἡ ΑΦ θαὶ ζπκβαιιέησ ηῷ ἐπηπέδῳ θαηὰ ηὸ Φ ζεκεῖνλ, θαὶ 
ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΦΒ, ΦΚ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΑΦ ὀξζή ἐζηη πξὸο ηὸ ηνῦ ΚΒΟ ηεηξαπιεύξνπ 

ἐπίπεδνλ, θαὶ πξὸο πάζαο ἄξα ηὰο ἁπηνκέλαο αὐηῆο εὐζείαο θαὶ νὔζαο ἐλ ηῷ ηνῦ 

ηεηξαπιεύξνπ ἐπηπέδῳ ὀξζή ἐζηηλ. ἡ ΑΦ ἄξα ὀξζή ἐζηη πξὸο ἑθαηέξαλ ηῶλ ΒΦ, ΦΚ. 

θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒ ηῇ ΑΚ, ἴζνλ ἐζηὶ θαὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΑΚ. θαί ἐζηη 

ηῷ κὲλ ἀπὸ ηῆο ΑΒ ἴζα ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΑΦ, ΦΒ: ὀξζὴ γὰξ ἡ πξὸο ηῷ Φ: ηῷ δὲ ἀπὸ ηῆο 

ΑΚ ἴζα ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΑΦ, ΦΚ. ηὰ ἄξα ἀπὸ ηῶλ ΑΦ, ΦΒ ἴζα ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΑΦ, ΦΚ. 

θνηλὸλ ἀθῃξήζζσ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΑΦ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ ἀπὸ ηῆο ΒΦ ινηπῷ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΦΚ 

ἴζνλ ἐζηίλ: ἴζε ἄξα ἡ ΒΦ ηῇ ΦΚ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη θαὶ αἱ ἀπὸ ηνῦ Φ ἐπὶ ηὰ Ο,  

ἐπηδεπγλύκελαη εὐζεῖαη ἴζαη εἰζὶλ ἑθαηέξᾳ ηῶλ ΒΦ, ΦΚ. ὁ ἄξα θέληξῳ ηῷ Φ θαὶ 

δηαζηήκαηη ἑλὶ ηῶλ ΦΒ, ΦΚ γξαθόκελνο θύθινο ἥμεη θαὶ δηὰ ηῶλ Ο, , θαὶ ἔζηαη ἐλ 

θύθιῳ ηὸ ΚΒΟ ηεηξάπιεπξνλ. Καὶ ἐπεὶ κείδσλ ἐζηὶλ ἡ ΚΒ ηῆο ΥΦ, ἴζε δὲ ἡ ΥΦ ηῇ 

Ο, κείδσλ ἄξα ἡ ΚΒ ηῆο Ο. ἴζε δὲ ἡ ΚΒ ἑθαηέξᾳ ηῶλ Κ, ΒΟ: θαὶ ἑθαηέξα ἄξα ηῶλ 

Κ, ΒΟ ηῆο Ο κείδσλ ἐζηίλ. θαὶ ἐπεὶ ἐλ θύθιῳ ηεηξάπιεπξόλ ἐζηη ηὸ ΚΒΟ, θαὶ ἴζαη 

αἱ ΚΒ, ΒΟ, Κ, θαὶ ἐιάηησλ ἡ Ο, θαὶ ἐθ ηνῦ θέληξνπ ηνῦ θύθινπ ἐζηὶλ ἡ ΒΦ, ηὸ ἄξα 

ἀπὸ ηῆο ΚΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΒΦ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ δηπιάζηνλ. ἤρζσ ἀπὸ ηνῦ Κ ἐπὶ ηὴλ ΒΦ 

θάζεηνο ἡ ΚΧ. θαὶ ἐπεὶ ἡ ΒΓ ηῆο ΓΧ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ἢ δηπιῆ, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΒΓ πξὸο 

ηὴλ ΓΧ, νὕησο ηὸ ὑπὸ ηῶλ ΓΒ, ΒΧ πξὸο ηὸ ὑπὸ [ ηῶλ ] ΓΧ, ΧΒ, ἀλαγξαθνκέλνπ ἀπὸ 

ηῆο ΒΧ ηεηξαγώλνπ θαὶ ζπκπιεξνπκέλνπ ηνῦ ἐπὶ ηῆο ΧΓ παξαιιεινγξάκκνπ θαὶ ηὸ 

ὑπὸ ΓΒ, ΒΧ ἄξα ηνῦ ὑπὸ ΓΧ, ΧΒ ἔιαηηόλ ἐζηηλ ἢ δηπιάζηνλ. θαί ἐζηη ηῆο ΚΓ 

ἐπηδεπγλπκέλεο ηὸ κὲλ ὑπὸ ΓΒ, ΒΧ ἴζνλ ηῷ ἀπὸ ηῆο ΒΚ, ηὸ δὲ ὑπὸ ηῶλ ΓΧ, ΧΒ ἴζνλ 

ηῷ ἀπὸ ηῆο ΚΧ: ηὸ ἄξα ἀπὸ ηῆο ΚΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΚΧ ἔιαζζόλ ἐζηηλ ἢ δηπιάζηνλ. ἀιιὰ 

ηὸ ἀπὸ ηῆο ΚΒ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΒΦ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ δηπιάζηνλ: κεῖδνλ ἄξα ηὸ ἀπὸ ηῆο ΚΧ 

ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΒΦ. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΑ ηῇ ΚΑ, ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ἀπὸ ηῆο ΒΑ ηῷ ἀπὸ ηῆο 

ΑΚ. θαί ἐζηη ηῷ κὲλ ἀπὸ ηῆο ΒΑ ἴζα ηὰ ἀπὸ ηῶλ ΒΦ, ΦΑ, ηῷ δὲ ἀπὸ ηῆο ΚΑ ἴζα ηὰ 

                                                 
1 ΧΙ.11 Из дате тачке ван равни повући праву управну на ту раван. 
2 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
3 I.47 Код правоуглих троуглова је квадрат на страни спрам правог угла (на хипотенузи) једнак квадратима на странама које образују прав угао (на катетама). 
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полиедар не додирује површину мање сфере. 

 

На овај начин, за две сфере са истим центром у већу сферу је уписано 

полиедарско тело које не додирује површину мање сфере. А то је требало извести. 

 

Последица 

 

Ако се и у другу сферу упише полиедарско тело слично полиедарском телу 

уписаном у сферу ΒΓΓΔ, биће размера полиедарског тела уписаног у сферу ΒΓΓΔ 

према полиедарском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере 

пречника сфере ΒΓΓΔ према пречнику друге сфере. 

 

Заиста, ако поделимо оба тела на исти број пирамида са сличним распоредом, 

биће пирамиде сличне. Но размера сличних пирамида је трипут виша од размере 

хомологних ивица [ΥΗΗ.8.Последица]1. Према томе је размера пирамиде којој је 

основа КΒО и врх у тачки А према пирамиди која има сличан положај у другој 

сфери трипут виша од размере хомологне ивице према хомологној ивици, тј. 

полупречника АΒ сфере којој је центар у А према полупречнику друге сфере. 

Слично томе је и размера сваке пирамиде у сфери којој је центар у А према 

пирамиди која има сличан положај у другој сфери је трипут виша од размере АΒ 

према полупречнику друге сфере. Али како је један од претходних према 

одговарајућем наредном, тако је и збир свих претходних према збиру свих 

наредних [V.12]2.  

 

Због тога је размера целог полиедарског тела уписаног у сферу којој је центар у А 

према целом полиедарском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере 

АΒ према полупречнику друге сфере, тј. пречника ΒΓ према пречнику друге 

сфере. А то је требало извести. 

ἀπὸ ηῶλ ΚΧ, ΧΑ: ηὰ ἄξα ἀπὸ ηῶλ ΒΦ, ΦΑ ἴζα ἐζηὶ ηνῖο ἀπὸ ηῶλ ΚΧ, ΧΑ, ὧλ ηὸ ἀπὸ 

ηῆο ΚΧ κεῖδνλ ηνῦ ἀπὸ ηῆο ΒΦ: ινηπὸλ ἄξα ηὸ ἀπὸ ηῆο ΧΑ ἔιαζζόλ ἐζηη ηνῦ ἀπὸ ηῆο 

ΦΑ. κείδσλ ἄξα ἡ ΑΦ ηῆο ΑΧ: πνιιῷ ἄξα ἡ ΑΦ κείδσλ ἐζηὶ ηῆο ΑΖ. θαί ἐζηηλ ἡ κὲλ 

ΑΦ ἐπὶ κίαλ ηνῦ πνιπέδξνπ βάζηλ, ἡ δὲ ΑΖ ἐπὶ ηὴλ ηῆο ἐιάζζνλνο ζθαίξαο 

ἐπηθάλεηαλ: ὥζηε ηὸ πνιύεδξνλ νὐ ςαύζεη ηῆο ἐιάζζνλνο ζθαίξαο θαηὰ ηὴλ 

ἐπηθάλεηαλ.  

 

Γύν ἄξα ζθαηξῶλ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ νὐζῶλ εἰο ηὴλ κείδνλα ζθαῖξαλ ζηεξεὸλ 

πνιύεδξνλ ἐγγέγξαπηαη κὴ ςαῦνλ ηῆο ἐιάζζνλνο ζθαίξαο θαηὰ ηὴλ ἐπηθάλεηαλ: ὅπεξ 

ἔδεη πνηῆζαη.  

 

Πόξηζκα 

 

ὰλ δὲ θαὶ εἰο ἑηέξαλ ζθαῖξαλ ηῷ ἐλ ηῇ ΒΓΓΔ ζθαίξᾳ ζηεξεῷ πνιπέδξῳ ὅκνηνλ 

ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ ἐγγξαθῇ, ηὸ ἐλ ηῇ ΒΓΓΔ ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ πξὸο ηὸ ἐλ ηῇ 

ἑηέξᾳ ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη, ἤπεξ ἡ ηῆο ΒΓΓΔ ζθαίξαο 

δηάκεηξνο πξὸο ηὴλ ηῆο ἑηέξαο ζθαίξαο δηάκεηξνλ.  

 

δηαηξεζέλησλ γὰξ ηῶλ ζηεξεῶλ εἰο ηὰο ὁκνηνπιεζεῖο θαὶ ὁκνηνηαγεῖο ππξακίδαο ἔζνληαη 

αἱ ππξακίδεο ὅκνηαη. αἱ δὲ ὅκνηαη ππξακίδεο πξὸο ἀιιήιαο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ 
ηῶλ ὁκνιόγσλ πιεπξῶλ: ἡ ἄξα ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΚΒΟ ηεηξάπιεπξνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Α ζεκεῖνλ, πξὸο ηὴλ ἐλ ηῇ ἑηέξᾳ ζθαίξᾳ ὁκνηνηαγῆ ππξακίδα 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη, ἤπεξ ἡ ὁκόινγνο πιεπξὰ πξὸο ηὴλ ὁκόινγνλ πιεπξάλ, 

ηνπηέζηηλ ἤπεξ ἡ ΑΒ ἐθ ηνῦ θέληξνπ ηῆο ζθαίξαο ηῆο πεξὶ θέληξνλ ηὸ Α πξὸο ηὴλ ἐθ 

ηνῦ θέληξνπ ηῆο ἑηέξαο ζθαίξαο. ὁκνίσο θαὶ ἑθάζηε ππξακὶο ηῶλ ἐλ ηῇ πεξὶ θέληξνλ ηὸ 

Α ζθαίξᾳ πξὸο ἑθάζηελ ὁκνηαγῆ ππξακίδα ηῶλ ἐλ ηῇ ἑηέξᾳ ζθαίξᾳ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ 

ἕμεη, ἤπεξ ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ἐθ ηνῦ θέληξνπ ηῆο ἑηέξαο ζθαίξαο. θαὶ ὡο ἓλ ηῶλ 

ἡγνπκέλσλ πξὸο ἓλ ηῶλ ἑπνκέλσλ, νὕησο ἅπαληα ηὰ ἡγνύκελα πξὸο ἅπαληα ηὰ 

ἑπόκελα:  

 

ὥζηε ὅινλ ηὸ ἐλ ηῇ πεξὶ θέληξνλ ηὸ Α ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ πξὸο ὅινλ ηὸ ἐλ ηῇ 

ἑηέξᾳ [ ζθαίξᾳ ] ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἕμεη, ἤπεξ ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ἐθ 

ηνῦ θέληξνπ ηῆο ἑηέξαο ζθαίξαο, ηνπηέζηηλ ἤπεξ ἡ ΒΓ δηάκεηξνο πξὸο ηὴλ ηῆο ἑηέξαο 

ζθαίξαο δηάκεηξνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΙΙ.8.Последица ... да је и размера сличних пирамида којима су многоуглови у основама трипут више од размере хомологних ивица. 
2 V.12 Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) од наредних, као збир свих претходних према збиру свих наредних. 
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XΙΙ. 18 

 

Размера једне лопте према другој је трипут виша од размере њихових 

пречника. 
 

Замислимо лопте АΒΓ и ΓΔΕ; нека су им пречници ΒΓ и ЕΕ.  

 

 
 

Тврдим да је размера лопте АΒΓ према лопти ΓΔΕ трипут виша од размере ΒΓ 

према ЕΕ. 

 

Заиста, ако размера лопте АΒΓ према лопти ΓΔΕ није трипут виша од размере ΒΓ 

према ЕΕ, биће размера лопте АΒΓ трипут виша од размере ΒΓ према ЕΕ или 

према лопти мањој од лопте ΓΔΕ или према већој. Нека буде, прво, према мањој, 

наиме према ΖΘΚ. Замислимо лопте ΓΔΕ и ΖΘΚ око истог центра. Упишимо у 

већу лопту ΓΔΕ полиедарско тело тело које не додирује површину мање лопте 

ΖΘΚ [ΥΗΗ.17]1. Упишимо и у лопту АΒΓ полиедарско тело слично полиедарском 

телу уписаном у лопту ΓΔΕ. Тада је размера полиедарског тела уписаног у лопту 

АΒΓ према полиедарском телу уписаном у лопту ΓΔΕ трипут виша од размере ΓΒ 

према ЕΕ [ΥΗΗ.17.Последица]2. Али и размера лопте АΒΓ према лопти ΖΘΚ је 

Αἱ ζθαῖξαη πξὸο ἀιιήιαο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ ἰδίσλ δηακέηξσλ.  

 

Νελνήζζσζαλ ζθαῖξαη αἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ, δηάκεηξνη δὲ αὐηῶλ αἱ ΒΓ, ΔΕ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΓΔΕ ζθαῖξαλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΔΕ.  

 

Δἰ γὰξ κὴ ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΓΔΕ ζθαῖξαλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΔΕ, ἕμεη ἄξα ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ἐιάζζνλά ηηλα ηῆο ΓΔΕ ζθαίξαο 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἢ πξὸο κείδνλα ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ. ἐρέησ πξόηεξνλ πξὸο 

ἐιάζζνλα ηὴλ ΖΘΚ, θαὶ λελνήζζσ ἡ ΓΔΕ ηῇ ΖΘΚ πεξὶ ηὸ αὐηὸ θέληξνλ, θαὶ 
ἐγγεγξάθζσ εἰο ηὴλ κείδνλα ζθαῖξαλ ηὴλ ΓΔΕ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ κὴ ςαῦνλ ηῆο 

ἐιάζζνλνο ζθαίξαο ηῆο ΖΘΚ θαηὰ ηὴλ ἐπηθάλεηαλ, ἐγγεγξάθζσ δὲ θαὶ εἰο ηὴλ ΑΒΓ 

ζθαῖξαλ ηῷ ἐλ ηῇ ΓΔΕ ζθαίξᾳ ζηεξεῷ πνιπέδξῳ ὅκνηνλ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ: ηὸ ἄξα 

ἐλ ηῇ ΑΒΓ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ πξὸο ηὸ ἐλ ηῇ ΓΔΕ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ ηξηπιαζίνλα 

                                                 
1 ΧΙΙ.17 Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у већу сферу полиедарско тело које не додирује површину мање сфере. 
2 ΧΙΙ.17.Последица Ако се и у другу сферу упише полиедарско тело слично полиедарском телу уписаном у сферу ΒΓΓΔ, биће размера полиедарског тела уписаног у сферу ΒΓΓΔ према 

полиедарском телу уписаном у другу сферу трипут виша од размере пречника сфере ΒΓΓΔ према пречнику друге сфере. 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

трипут виша од размере ΒΓ према ЕΕ. Према томе се лопта АΒΓ односи према 

лопти ΖΘΚ као полиедарско тело уписано у лопту АΒΓ према полиедарском телу 

уписаном у лопту ΓΔΕ. После промене реда, лопта АΒΓ се односи према њеном 

полиедру као лопта ΖΘΚ према полиедарском телу уписаном у лопту ΓΔΕ [V.16]1. 

И лопта АΒΓ је већа од њеног полиедра. Већа је према томе и лопта ΖΘΚ од 

полиедра у лопти ΓΔΕ. Али је и мања, јер је она њиме обухваћена. Значи, лопта 

АΒΓ није према мањој лопти ΓΔΕ у размери трипут вишој од размере пречника ΒΓ 

према ЕΕ. Слично се доказује да је лопта ΓΔΕ према лопти мањој од лопте АΒΓ у 

размери трипут вишој од размере ЕΕ према ΒΓ. 

Тврдим да лопта АΒΓ није ни према лопти већој од лопте ΓΔΕ у трипут вишој 

размери од размере ΒΓ према ЕΕ. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већој ΛМΝ. Значи, обрнуто: лопта ΛМΝ је 

према лопти АΒΓ у трипут вишој размери од размере пречника ЕΕ према 

пречнику ΒΓ. Али се лопта ΛМΝ односи према лопти АΒΓ као лопта ΓΔΕ према 

некој мањој лопти од лопте АΒΓ, пошто је лопта ΛМΝ, како је раније доказано, 

већа од лопте ΓΔΕ [ΥΗΗ.2.Лема]2. На овај начин лопта ΓΔΕ се односи према лопти 

мањој од лопте АΒΓ у трипут вишој размери од размере ЕΕ према ΒΓ. А доказано 

је да је то немогуће. Према томе лопта АΒΓ није према лопти већој од лопте ΓΔΕ у 

размери трипут вишој од размере ΒΓ према ЕΕ. А доказано је да није ни према 

мањој. 

 

На овај начин лопта АΒΓ је према лопти ΓΔΕ у размери трипут вишој од размере 

ΒΓ према ЕΕ. А то је требало доказати. 

ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ. ἔρεη δὲ θαὶ ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΖΘΚ ζθαῖξαλ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ 

ΖΘΚ ζθαῖξαλ, νὕησο ηὸ ἐλ ηῇ ΑΒΓ ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ πξὸο ηὸ ἐλ ηῇ ΓΔΕ 

ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ: ἐλαιιὰμ [ ἄξα ] ὡο ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὸ ἐλ αὐηῇ 

πνιύεδξνλ, νὕησο ἡ ΖΘΚ ζθαῖξα πξὸο ηὸ ἐλ ηῇ ΓΔΕ ζθαίξᾳ ζηεξεὸλ πνιύεδξνλ. 

κείδσλ δὲ ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα ηνῦ ἐλ αὐηῇ πνιπέδξνπ: κείδσλ ἄξα θαὶ ἡ ΖΘΚ ζθαῖξα ηνῦ 

ἐλ ηῇ ΓΔΕ ζθαίξᾳ πνιπέδξνπ. ἀιιὰ θαὶ ἐιάηησλ: ἐκπεξηέρεηαη γὰξ ὑπ' αὐηνῦ. νὐθ ἄξα 

ἡ ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ἐιάζζνλα ηῆο ΓΔΕ ζθαίξαο ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

δηάκεηξνο πξὸο ηὴλ ΔΕ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη νὐδὲ ἡ ΓΔΕ ζθαῖξα πξὸο ἐιάζζνλα 

ηῆο ΑΒΓ ζθαίξαο ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΒΓ. Λέγσ δή, ὅηη νὐδὲ ἡ 

ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο κείδνλά ηηλα ηῆο ΓΔΕ ζθαίξαο ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΔΕ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἐρέησ πξὸο κείδνλα ηὴλ ΛΜΝ: ἀλάπαιηλ ἄξα ἡ ΛΜΝ 

ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΑΒΓ ζθαῖξαλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΔΕ δηάκεηξνο πξὸο ηὴλ 

ΒΓ δηάκεηξνλ. ὡο δὲ ἡ ΛΜΝ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΑΒΓ ζθαῖξαλ, νὕησο ἡ ΓΔΕ ζθαῖξα 

πξὸο ἐιάζζνλά ηηλα ηῆο ΑΒΓ ζθαίξαο, ἐπεηδήπεξ κείδσλ ἐζηὶλ ἡ ΛΜΝ ηῆο ΓΔΕ, ὡο 

ἔκπξνζζελ ἐδείρζε. θαὶ ἡ ΓΔΕ ἄξα ζθαῖξα πξὸο ἐιάζζνλά ηηλα ηῆο ΑΒΓ ζθαίξαο 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΒΓ: ὅπεξ ἀδύλαηνλ ἐδείρζε. νὐθ ἄξα ἡ 

ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο κείδνλά ηηλα ηῆο ΓΔΕ ζθαίξαο ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΔΕ.  

 

ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ πξὸο ἐιάζζνλα. ἡ ἄξα ΑΒΓ ζθαῖξα πξὸο ηὴλ ΓΔΕ ζθαῖξαλ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
2 ΧΙΙ.2.Лема Ако је површина  већа од круга ЕΕΖΘ, онда је површина  према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према површини мањој од круга АΒΓΓ. 

 


