
 

 

 

 

Е У К Л И Д О В И   Е Л Е М Е Н Т И 

 
ПРИЛОЗИ ЗА НАСТАВУ У КОЈИМА СУ КОРИШЋЕНИ  ЕЛЕКТРОНСКИ ЗАПИСИ ПРЕВОДА АКАДЕМИКА АНТОНА БИЛИМОВИЋА 
КОЈЕ ЈЕ ПРИРЕДИО ПРОФ. ДР ЗОРАН ЛУЧИЋ1 И НАЈСТАРИЈЕ САЧУВАНЕ ГРЧКЕ ВЕРЗИЈЕ ЕЛЕМЕНАТА ПОЗНАТЕ И КАО Е8882 

 

 

 
“… Како о тој претставци, тако о свакој, у свих 13 књига 

Елемeната налазимо садржај рашчлањен на шест делова. 

Једино уколико ће негде неки од тих делова бити непотребан 

моћи ће се изоставити, али први, пети и шести никад. 

...“(Милош Радојчић Општа математика – Математика 

Египта, Месопотамије и Старе Грчке Математички факултет 

Београд, дигитално издање 

(http://www.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/)). 

 

Затим се делови означавају и описују на следећи начин: 

 

[1] Претпоставка исказивања става где се каже 

шта је дато, а шта се тражи (protasis) 

[2] Излагање (експозиција), представљање  

одређеног лика, геометријске фигуре, обележеног 

одређеним словима (ekthesis) 

[3] Одређивање (детерминација) онога што треба 

урадити са ликом изложеним у [2] (diorismos) 

[4] Конструкција (грађење) којом треба доградити 

дати лик у сврху доказа (kataskeue) 

[5] Доказ (apdeixis) 

[6] Закључак (sumpersma) 

 

И током рашчлањивања претставки по Проклусу у тексту који 

следи одговарајући делови ће се издвајати бојама онако како 

је у листи која непосредно претходи представљено. 
 

 
 

 

                                                 
1 http://www.matf.bg.ac.yu/nastavno/zlucic/ 
2 http://www.claymath.org/library/historical/euclid/ (Целовит текст се сада чува у Bodleian бибилотеци, Oxford University)  

У овом прилогу је дат упоредни текст на српском (Превод Антуна Билимовића) и грчком језику (Heiberg).  
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КЊИГА XII 

 

 

 

 

Пропозиције 

 

 
1. Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један према другом као квадрати 
на пречницима. 

2. Кругови се односе један према другом као квадрати на пречницима. 

Лема 

Тврдим, да ако је површина  већа од круга EZH , онда је површина  према кругу 

AB  као круг EZH  према површини мањој од круга AB . 

3. Свака пирамида са троуглом основом може се поделити на две једнаке пирамиде са 
троуглим основама, сличне једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир 

те две призме је већи од од половине целе пирамиде. 

4. Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су основе троуглови, и сваку 
поделимо на две једнаке пирамиде, сличне међу собом и са целом пирамидом, и на две 

једнаке призме, основа једне пирамиде односиће се према основи друге пирамиде као све 

призме прве пирамиде према свима, у истом броју, призмама друге пирамиде. 
Лема 

А да је троугао  према троуглу P Z као призма којој је основа троугао , a 

наспрамни троугао OMN, према призми којој је основа троугао P Z и наспрамни 

троугао T , то треба доказати. 

5. Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у размери су једна према другој 

као основе. 

6. Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у основама у размери су једна према 

другој као основе. 

7. Свака призма са троуглом у основи може се поделити на три међу собом једнаке 
пирамиде са троугловима у основама. 

Последица 

Одавде је јасно да је свака пирамида трећи део оне призме која има исту основу и исту 
висину [јер ако би призма имала као основу неку другу, сем троугла, праволинијску 

слику, као и наспрамну слику, та призма се може поделити на призме којима су основе 

троуглови и са наспрамним троугловима, и цела основа према свакој ...]. А то је требало 
доказати. 

8. Размера сличних пирамида којима су основе троуглови трипут је виша од размере 
хомологних ивица. 

Последица 

Из овог је јасно, да је и размера сличних пирамида којима су многоуглови у основама 

трипут више од размере хомологних ивица. 

9. Код једнаких пирамида које имају троуглове у основама основе су обрнуто 

пропорционалне висинама; и ако су код пирамида које имају троуглове у основама 
основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. 

10. Свака купа (конус) је трећина ваљка (цилиндра), ако имају исту основу и једнаке 

висине. 
11. Купе и ваљци са истом висином односе се једно према другом, посебице, као основе. 

12.Сличне купе међу собом и слични ваљци међу собом су у размери трипут вишој од 

размере пречника њихових основа. 
13. Ако је ваљак пресечен неком равни паралелном са наспрамним равнима, отсећи ће се 

оса према оси као ваљак према ваљку. 

14. Купе и ваљци са једнаким основама су у размери висина. 
15. Код једнаких купа и ваљака основе су обрнуто пропорционалне висинама Купе и 

ваљци, код којх су основе обрнуто пропорционалне висинама, једнаки су. 

16. Ако су дата два круга са истим центрима, уписати у већи круг једнакострани 

многоугао, са парним бројем страна који не додирују мањи круг. 

17. Ако су дате две сфере са истим центром, уписати у већу сферу полиедарско тело које 

не додирује површину мање сфере. 
Последица 

Ако се и у другу сферу упише полиедарско тело слично полиедарском телу уписаном у 

сферу B E, biće razmera poliedarskog tela upisanog u sferu B E prema poliedarskom telu 

уписаном у другу сферу трипут виша од размере пречника сфере B E према пречнику 

друге сфере. 

18. Размера једне лопте према другој је трипут виша од размере њихових пречника.
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 XII. 1 

 

Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један према другом као 

квадрати на пречницима. 
 

Нека су АΒΓ, ΕΖΘ кругови, и АΒΓΓЕ, ΕΖΘΚΛ уписани слични многоуглови, и 

нека су ΒМΕΖΝ пречници кругова.  

 

 
 

Тврдим да је квадрат на ΒМ према квадрату на ΖΝ као многоугао АБΓΓЕ према 

ΕΖΘΚΛ. 

 

Заиста повуцимо ΒЕ, АМ, ΖА, ΕΝ. Пошто је многоугао АΒΓΓЕ сличан многоуглу 

ΕΖΘΚΛ, угао ΒАЕ је једнак углу ΖΕΛ и дуж ΒА је према дужи АЕ као ΖΕ према 

ΕΛ [VI.Деф.1]1. Сад имамо два троугла, ΒАЕ и ΖΕΛ, и угао ΒАЕ једног једнак је 

углу ΖΕΛ другог, а краци тих углова су пропорционални. Тада троуглови АΒЕ и 

ΕΖΛ имају једнаке углове [VI.6]2. Према томе је угао АЕΒ једнак углу ΕΛΖ. Али 

угао АЕΒ је једнак углу АМΒ, пошто су над истим луком [III.27]3. И угао ΕΛΖ је 

једнак углу ΕΝΖ; па и угао АМΒ је једнак углу ΕΝΖ. А и прав угао ΒАМ је једнак 

правом углу ΖΕΝ [III.31]4. Стога је и преостали угао једнак преосталом углу 

[I.32]5. Према томе троуглови АΒМ и ΕΖΝ имају једнаке углове. Дакле, размера 

Τὰ ἐλ ηοῖς θύθιοης ὅκοηα ποιύγφλα πρὸς ἄιιειά ἐζηηλ ὡς ηὰ ἀπὸ ηῶλ 

δηακέηρφλ ηεηράγφλα.  

 

Ἔζησζαλ θύθινη νἱ ΑΒΓ, ΕΖΘ, θαὶ ἐλ αὐηνῖο ὅκνηα πνιύγσλα ἔζησ ηὰ ΑΒΓΓΔ, 

ΕΖΘΚΛ, δηάκεηξνη δὲ ηῶλ θύθισλ ἔζησζαλ αἱ ΒΜ, ΖΝ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΜ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΖΝ ηεηξάγσλνλ, νὕησο 

ηὸ ΑΒΓΓΔ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ ΕΖΘΚΛ πνιύγσλνλ.  

 

἖πεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΒΔ, ΑΜ, ΖΛ, ΕΝ. θαὶ ἐπεὶ ὅκνηνλ ηὸ ΑΒΓΓΔ πνιύγσλνλ ηῷ 

ΕΖΘΚΛ πνιπγώλῳ, ἴζε ἐζηὶ θαὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ γσλία ηῆ ὑπὸ ΖΕΛ, θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΒΑ 

πξὸο ηὴλ ΑΔ, νὕησο ἡ ΖΕ πξὸο ηὴλ ΕΛ. δύν δὴ ηξίγσλά ἐζηη ηὰ ΒΑΔ, ΖΕΛ κίαλ 

γσλίαλ κηᾷ γσλίᾳ ἴζελ ἔρνληα ηὴλ ὑπὸ ΒΑΔ ηῆ ὑπὸ ΖΕΛ, πεξὶ δὲ ηὰο ἴζαο γσλίαο ηὰο 

πιεπξὰο ἀλάινγνλ: ἰζνγώληνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΒΔ ηξίγσλνλ ηῷ ΕΖΛ ηξηγώλῳ. ἴζε ἄξα 

                                                 
1 VI.Деф.1 Праволинијске слике су сличне, ако су им углови појединачно једнаки и краци једнаких углова пропорционални. 
2 VI.6 Ако два троугла имају по један угао једнак и стране које образују једнаке углове пропорционалне троугли имају једнаке углове и једнаки су баш они углови који леже наспрам 
одговарајућих страна. 
3 III.27 У једнаким круговима међусобно су једнаки углови, ако су они било централни било периферијски над једнаким луцима. 
4 III.31 У кругу је угао у полукругу прав, угао у кружном отсечку већем од полукруга мањи од правог, а у отсечку мањем од полукруга већи од правог; и угао отсечка већег од полукруга је 
већи од правог, а угао отсечка мањег од полукруга мањи од правог. 
5 I.32 У сваком троуглу спољашњи угао образован продужењем једне стране једнак је двама несуседним унутрашњим угловима, а три унутрашња угла троугла једнаки су двама правим 

угловима. 
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ΒМ према ΖΝ једнака је размери ΒА према ΖΕ [VI.4]1. Али размера двапут виша 

од размере ΒМ према ΖΝ је једнака размери квадрата на ΒМ према квадрату на 

ΖΝ. А размера двапут виша од размере ΒА према ΖΕ је једнака размери многоугла 

АΒΓΓЕ према многоуглу ΕΖΘΚΛ [VI.20]2. Према томе је квадрат на ΒМ према 

квадрату на ΖΕ као многоугао АΒΓΓЕ према многоуглу ΕΖΘΚΛ. 

 

На овај начин, слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један према 

другом као квадрати на пречницима. А то је требало доказати. 

ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΑΔΒ γσλία ηῆ ὑπὸ ΕΛΖ. ἀιι' ἡ κὲλ ὑπὸ ΑΔΒ ηῆ ὑπὸ ΑΜΒ ἐζηηλ ἴζε: ἐπὶ 
γὰξ η῅ο αὐη῅ο πεξηθεξείαο βεβήθαζηλ: ἡ δὲ ὑπὸ ΕΛΖ ηῆ ὑπὸ ΕΝΖ: θαὶ ἡ ὑπὸ ΑΜΒ 

ἄξα ηῆ ὑπὸ ΕΝΖ ἐζηηλ ἴζε. ἔζηη δὲ θαὶ ὀξζὴ ἡ ὑπὸ ΒΑΜ ὀξζῆ ηῆ ὑπὸ ΖΕΝ ἴζε: θαὶ ἡ 

ινηπὴ ἄξα ηῆ ινηπῆ ἐζηηλ ἴζε. ἰζνγώληνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΒΜ ηξίγσλνλ ηῷ ΕΖΝ ηξηγώλῳ. 

ἀλάινγνλ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΒΜ πξὸο ηὴλ ΖΝ, νὕησο ἡ ΒΑ πξὸο ηὴλ ΖΕ. ἀιιὰ ηνῦ κὲλ 

η῅ο ΒΜ πξὸο ηὴλ ΖΝ ιόγνπ δηπιαζίσλ ἐζηὶλ ὁ ηνῦ ἀπὸ η῅ο ΒΜ ηεηξαγώλνπ πξὸο ηὸ 

ἀπὸ η῅ο ΖΝ ηεηξάγσλνλ, ηνῦ δὲ η῅ο ΒΑ πξὸο ηὴλ ΖΕ δηπιαζίσλ ἐζηὶλ ὁ ηνῦ ΑΒΓΓΔ 

πνιπγώλνπ πξὸο ηὸ ΕΖ ΘΚΛ πνιύγσλνλ: θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΜ ηεηξάγσλνλ πξὸο 

ηὸ ἀπὸ η῅ο ΖΝ ηεηξάγσλνλ, νὕησο ηὸ ΑΒΓΓΔ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ ΕΖΘΚΛ 

πνιύγσλνλ.  

 

Σὰ ἄξα ἐλ ηνῖο θύθινηο ὅκνηα πνιύγσλα πξὸο ἄιιειά ἐζηηλ ὡο ηὰ ἀπὸ ηῶλ δηακέηξσλ 

ηεηξάγσλα: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 VI. 4 Код троуглова са једнаким угловима су стране које образују једнаке углове пропорционалне, и одговарају једна другој оне стране што леже наспрам једнаких углова. 
2 VI. 20 Слични многоуглови се могу раставити на сличне троугле у истом броју и у истим односима према нерастављеним (целим многоуглима), и многоугао је према многоуглу у двапут 

вишој размери одговарајућих страна. 
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XII. 2 

 

Кругови се односе један према другом као квадрати на пречницима. 
 

Нека су АΒΓΓ и ЕΕΖΘ кругови, а ΒΓ и ΕΘ њихови пречници.  

 

 
 

Тврдим да се круг АΒΓΓ односи према кругу ЕΕΖΘ као квадрат на ΒΓ према 

квадрату на ΕΘ. 

 

Заиста, ако се круг АΒΓΓ не односи према кругу ЕΕΖΘ као квадрат на ΒΓ према 

квадрату на ΕΘ, биће размера квадрата на ΒΓ према квадрату на ΕΘ једнака 

размери круга АΒΓΓ према површини или мањој или већој од површине круга 

ЕΕΖΘ. Нека буде, прво, према мањој ΢. Упишимо у круг ЕΕΖΘ квадрат ЕΕΖΘ. Тај 

уписани квадрат је већи од половине круга ЕΕΖΘ. Јер, ако кроз тачке Е, Ε, Ζ, Θ 

повучемо тангенте на круг, половина описаног квадрата једнака је квадрату 

ЕΕΖΘ; а како је описани квадрат већи од круга, биће уписани квадрат ЕΕΖΘ већи 

од половине круга ЕΕΖΘ. Преполовимо лукове ЕΕ, ΕΖ, ΖΘ, ΘЕ тачкама К, Λ, М, 

Н и повуцимо дужи ЕК, КΕ, ΕΛ, ΛΖ, ΖМ, МΘ, ΘΝ и ΝЕ; тада је сваки од 

троуглова ЕКΕ, ΕΛΖ, ΖΜΘ, ΘΝЕ већи од половине одговарајућег кружног 

сегмента. Јер, ако кроз тачке К, Λ, М, Ν повучемо тангенте на круг и на правима 

ЕΕ, ΕΖ, ΖΘ, ΘЕ конструишемо паралелограме, сваки од троуглова ЕКΕ, ΕΛΖ, 

ΖМΘ, ΘΝЕ једнак је половини одговарајућег паралелограма; а сваки кружни 

сегмент је мањи од паралелограма. Према томе је сваки од троуглова ЕКΕ, ΕΛΖ, 

ΖМΘ, ΘΝЕ већи од половине одговарајућег кружног сегмента. Ако сад 

преполовимо кружне лукове, који настају после претходне поделе, спојимо нове 

деоне тачке дужима и тај поступак продужимо непрекидно, добићемо кружне 

Οἱ θύθιοη πρὸς ἀιιήιοσς εἰζὶλ ὡς ηὰ ἀπὸ ηῶλ δηακέηρφλ ηεηράγφλα.  

 

Ἔζησζαλ θύθινη νἱ ΑΒΓΓ, ΔΕΖΘ, δηάκεηξνη δὲ αὐηῶλ [ ἔζησζαλ ] αἱ ΒΓ, ΕΘ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ 

ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ ηεηξάγσλνλ.  

 

Δἰ γὰξ κή ἐζηηλ ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ, νὕησο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ ηεηξάγσλνλ 

πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, ἔζηαη ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ 

θύθινο ἤηνη πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ ρσξίνλ ἢ πξὸο κεῖδνλ. ἔζησ πξόηεξνλ 

πξὸο ἔιαζζνλ ηὸ ΢. θαὶ ἐγγεγξάθζσ εἰο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ ηεηξάγσλνλ ηὸ ΔΕΖΘ: ηὸ 

δὴ ἐγγεγξακκέλνλ ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ, ἐπεηδήπεξ 

ἐὰλ δηὰ ηῶλ Δ, Ε, Ζ, Θ ζεκείσλ ἐθαπηνκέλαο [ εὐζείαο ] ηνῦ θύθινπ ἀγάγσκελ, ηνῦ 

πεξηγξαθνκέλνπ πεξὶ ηὸλ θύθινλ ηεηξαγώλνπ ἥκηζύ ἐζηη ηὸ ΔΕΖΘ ηεηξάγσλνλ, ηνῦ δὲ 

πεξηγξαθέληνο ηεηξαγώλνπ ἐιάηησλ ἐζηὶλ ὁ θύθινο: ὥζηε ηὸ ΔΕΖΘ ἐγγεγξακκέλνλ 

ηεηξάγσλνλ κεῖδόλ ἐζηη ηνῦ ἡκίζεσο ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ. ηεηκήζζσζαλ δίρα αἱ ΔΕ, ΕΖ, 

ΖΘ, ΘΔ πεξηθέξεηαη θαηὰ ηὰ Κ, Λ, Μ, Ν ζεκεῖα, θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΔΚ, ΚΕ, ΕΛ, 

ΛΖ, ΖΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΔ: θαὶ ἕθαζηνλ ἄξα ηῶλ ΔΚΕ, ΕΛΖ, ΖΜΘ, ΘΝΔ ηξηγώλσλ κεῖδόλ 

ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ θύθινπ, ἐπεηδήπεξ ἐὰλ δηὰ ηῶλ Κ, Λ, 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

сегменте чији је збир мањи од разлике круга и мање површине ΢. Заиста, према 

првој теореми десете књиге [X.1]1, ако имамо две неједнаке величине, исте 

природе, па од веће одузмемо величину већу од њене половине, од остатка 

одузмемо поново величину већу од половине тог остатка и тај поступак 

продужимо непрекидно, остаће нека величина која је мања од мање од полазних 

величина. Нека тако буде и нека збир конструисаних кружних сегмената ЕК, КΕ, 

ΕΛ, ΛΖ, ΖМ, МΘ, ΘΝ, ΝЕ круга ЕΕΖΘ буде мањи од разлике круга ЕΕΖΘ и 

површине ΢. Тада је остатак, многоугао ЕКΕΛΖΜΘΝ, већи од површине ΢. 

Упишимо и у круг АΒΓΓ многоугао АΞΒΟΓΠΓΡ, сличан многоуглу ЕКΕΛΖΜΘΝ. 

Тада је квадрат на ΒΓ према квадрату на ΕΘ као многоугао АΞΒΟΓΠΓΡ према 

многоуглу ЕКΕΛΖΜΘΝ [ΥΗΗ.1]2. Али квадрат на ΒΓ према квадрату на ΕΘ односи 

се као круг АΒΓΓ према површини ΢. Према томе је круг АΒΓΓ према површини ΢ 

као многоугао АΞΒΟΓΠΓΡ према многоуглу ЕКΕΛΖΜΘΝ [V.11]3. Према томе, 

после промене реда, круг се односи према у њ уписаном многоуглу као површина 

΢ према многоуглу ЕКΕΛΖΜΘΝ [V.16]4. Али круг је већи од многоугла уписаног 

у њ, па према томе је и површина ΢ већа од многоугла ЕКΕΛΖΜΘΝ. Но она је и 

мања. А то је немогуће. Према томе није квадрат на ΒΓ према квадрату на ΕΘ као 

круг АΒΓΓ према површини мањој од круга ЕΕΖΘ. Слично се доказује да и 

квадрат на ΕΘ према квадрату на ΒΓ није као круг ЕΕΖΘ према површини мањој 

од круга АΒΓΓ. 

Тврдим, такође, да ни квадрат на ΒΓ према квадрату ΕΘ неће бити као круг АΒΓΓ 

према површини која је већа од круга ЕΕΖΘ. 

Заиста, ако је то могуће, нека буде према већој површини Т. Значи, после промене 

реда квадрат на ΕΘ је према квадрату на ΓΒ као површина Т према кругу АΒΓΓ. 

Али површина Т се односи према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према површини 

мањој од круга АΒΓΓ. На овај начин квадрат на ΕΘ је према квадрату на ΒΓ као 

круг ЕΕΖΘ према површини мањој од круга АΒΓΓ [V.11]. А доказано је да је то 

немогуће. Према томе квадрат на ΒΓ према квадрату на ΕΘ не односи се као круг 

АΒΓΓ према површини већој од круга ЕΕΖΘ. А доказали смо да није ни као тај 

круг према мањој површини.  

 

Према томе је квадрат на ΒΓ према квадрату на ΕΘ као круг АΒΓΓ према кругу 

ЕΕΖΘ. 

На овај начин, кругови се односе један према другом као квадрати на пречницима. 

А то је требало доказати. 

 

Лема 

 

Μ, Ν ζεκείσλ ἐθαπηνκέλαο ηνῦ θύθινπ ἀγάγσκελ θαὶ ἀλαπιεξώζσκελ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΔΕ, 

ΕΖ, ΖΘ, ΘΔ εὐζεηῶλ παξαιιειόγξακκα, ἕθαζηνλ ηῶλ ΔΚΕ, ΕΛΖ, ΖΜΘ, ΘΝΔ 

ηξηγώλσλ ἥκηζπ ἔζηαη ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ παξαιιεινγξάκκνπ, ἀιιὰ ηὸ θαζ' ἑαπηὸ ηκ῅κα 

ἔιαηηόλ ἐζηη ηνῦ παξαιιεινγξάκκνπ: ὥζηε ἕθαζηνλ ηῶλ ΔΚΕ, ΕΛΖ, ΖΜΘ, ΘΝΔ 

ηξηγώλσλ κεῖδόλ ἐζηη ηνῦ ἡκίζεσο ηνῦ θαζ' ἑαπηὸ ηκήκαηνο ηνῦ θύθινπ. ηέκλνληεο δὴ 

ηὰο ὑπνιεηπνκέλαο πεξηθεξείαο δίρα θαὶ ἐπηδεπγλύληεο εὐζείαο θαὶ ηνῦην ἀεὶ πνηνῦληεο 

θαηαιείςνκέλ ηηλα ἀπνηκήκαηα ηνῦ θύθινπ, ἃ ἔζηαη ἐιάζζνλα η῅ο ὑπεξνρ῅ο, ᾗ 

ὑπεξέρεη ὁ ΔΕΖΘ θύθινο ηνῦ ΢ ρσξίνπ. ἐδείρζε γὰξ ἐλ ηῷ πξώηῳ ζεσξήκαηη ηνῦ 

δεθάηνπ βηβιίνπ, ὅηη δύν κεγεζῶλ ἀλίζσλ ἐθθεηκέλσλ, ἐὰλ ἀπὸ ηνῦ κείδνλνο ἀθαηξεζῆ 

κεῖδνλ ἢ ηὸ ἥκηζπ θαὶ ηνῦ θαηαιεηπνκέλνπ κεῖδνλ ἢ ηὸ ἥκηζπ, θαὶ ηνῦην ἀεὶ γίγλεηαη, 

ιεηθζήζεηαί ηη κέγεζνο, ὃ ἔζηαη ἔιαζζνλ ηνῦ ἐθθεηκέλνπ ἐιάζζνλνο κεγέζνπο. 

ιειείθζσ νὖλ, θαὶ ἔζησ ηὰ ἐπὶ ηῶλ ΔΚ, ΚΕ, ΕΛ, ΛΖ, ΖΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΔ ηκήκαηα ηνῦ 

ΔΕΖΘ θύθινπ ἐιάηηνλα η῅ο ὑπεξνρ῅ο, ᾗ ὑπεξέρεη ὁ ΔΕΖΘ θύθινο ηνῦ ΢ ρσξίνπ. 

ινηπὸλ ἄξα ηὸ ΔΚΕΛΖ ΜΘΝ πνιύγσλνλ κεῖδόλ ἐζηη ηνῦ ΢ ρσξίνπ. ἐγγεγξάθζσ θαὶ εἰο 

ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ ηῷ ΔΚΕΛΖΜΘΝ πνιπγώλῳ ὅκνηνλ πνιύγσλνλ ηὸ ΑΞΒΟΓΠΓΡ: 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ ηεηξάγσλνλ, νὕησο ηὸ 

ΑΞΒΟΓΠΓΡ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ ΔΚΕΛ ΖΜΘΝ πνιύγσλνλ. ἀιιὰ θαὶ ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο 

ΒΓ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸ ΢ ρσξίνλ: θαὶ ὡο 

ἄξα ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸ ΢ ρσξίνλ, νὕησο ηὸ ΑΞΒΟΓΠΓΡ πνιύγσλνλ πξὸο ηὸ 

ΔΚΕΛΖΜΘΝ πνιύγσλνλ: ἐλαιιὰμ ἄξα ὡο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸ ἐλ αὐηῷ 

πνιύγσλνλ, νὕησο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸ ΔΚΕΛΖΜΘΝ πνιύγσλνλ. κείδσλ δὲ ὁ ΑΒΓΓ 

θύθινο ηνῦ ἐλ αὐηῷ πνιπγώλνπ: κεῖδνλ ἄξα θαὶ ηὸ ΢ ρσξίνλ ηνῦ ΔΚΕΛΖΜΘΝ 

πνιπγώλνπ. ἀιιὰ θαὶ ἔιαηηνλ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ 

ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘ 

θύθινπ ρσξίνλ. ὁκνίσο δὴ δείμνκελ, ὅηη νὐδὲ ὡο ηὸ ἀπὸ ΕΘ πξὸο ηὸ ἀπὸ ΒΓ, νὕησο ὁ 

ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ ρσξίνλ. Λέγσ δή, ὅηη νὐδὲ ὡο ηὸ 

ἀπὸ η῅ο ΒΓ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘ 

θύθινπ ρσξίνλ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἔζησ πξὸο κεῖδνλ ηὸ ΢. ἀλάπαιηλ ἄξα [ ἐζηὶλ ] ὡο ηὸ 

ἀπὸ η῅ο ΕΘ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΓΒ, νὕησο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ 

θύθινλ. ἀιι' ὡο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο 

ἔιαηηόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ ρσξίνλ: θαὶ ὡο ἄξα ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ, 

νὕησο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ἔιαζζόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ ρσξίνλ: ὅπεξ ἀδύλαηνλ 

ἐδείρζε. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ 

ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο κεῖδόλ ηη ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ ρσξίνλ. ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ πξὸο 

ἔιαζζνλ:  

                                                 
1 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 

која је мања од дате мање величине. 
2 ΧΗΗ.1 Слични многоуглови, уписани у кругове, односе се један према другом као квадрати на пречницима. 
3 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
4 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
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Тврдим, да ако је површина Σ већа од круга ЕΕΖΘ, онда је површина Σ 

према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према површини мањој од круга АΒΓΓ. 
 

Заиста, начинимо тако да површина ΢ буде према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ 

према површини Т. Тврдим да је површина Т мања од круга АΒΓΓ. 

Заиста, пошто је површина ΢ према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према површини 

Т, то ће, после промене реда, површина ΢ бити према кругу ЕΕΖΘ као круг АΒΓΓ 

према површини Т [V.16]. Но површина ΢ је већа од круга ЕΕΖΘ, па према томе је 

круг АΒΓΓ већи од површине Т.  

 

На тај начин је површина ΢ према површини АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према 

површини мањој од круга АΒΓΓ. А то је требало доказати. 

 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΒΓ ηεηξάγσλνλ πξὸο ηὸ ἀπὸ η῅ο ΕΘ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο 

πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ. Οἱ ἄξα θύθινη πξὸο ἀιιήινπο εἰζὶλ ὡο ηὰ ἀπὸ ηῶλ δηακέηξσλ 

ηεηξάγσλα: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη.  

 

Λ῅κκα 

 

Λέγφ δή, ὅηη ηοῦ Σ τφρίοσ κείδολος ὄληος ηοῦ ΔΕΖΘ θύθιοσ ἐζηὶλ ὡς ηὸ Σ 

τφρίολ πρὸς ηὸλ ΑΒΓΓ θύθιολ, οὕηφς ὁ ΔΕΖΘ θύθιος πρὸς ἔιαηηόλ ηη ηοῦ 

ΑΒΓΓ θύθιοσ τφρίολ.  

 

Γεγνλέησ γὰξ ὡο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ηὸ 

Σ ρσξίνλ. ιέγσ, ὅηη ἔιαηηόλ ἐζηη ηὸ Σ ρσξίνλ ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ. ἐπεὶ γάξ ἐζηηλ ὡο ηὸ 

΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο ηὸ Σ ρσξίνλ, ἐλαιιάμ 

ἐζηηλ ὡο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΔΕΖΘ θύθινλ, νὕησο ὁ ΑΒΓΓ θύθινο πξὸο ηὸ Σ 

ρσξίνλ. κεῖδνλ δὲ ηὸ ΢ ρσξίνλ ηνῦ ΔΕΖΘ θύθινπ: κείδσλ ἄξα θαὶ ὁ ΑΒΓΓ θύθινο ηνῦ 

Σ ρσξίνπ.  

 

ὥζηε ἐζηὶλ ὡο ηὸ ΢ ρσξίνλ πξὸο ηὸλ ΑΒΓΓ θύθινλ, νὕησο ὁ ΔΕΖΘ θύθινο πξὸο 

ἔιαηηόλ ηη ηνῦ ΑΒΓΓ θύθινπ ρσξίνλ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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ΧΗΗ.3 

 

Свака пирамида са троуглом основом може се поделити на две једнаке 

пирамиде са троуглим основама, сличне једна другој и целој пирамиди, и на 

две једнаке призме; збир те две призме је већи од од половине целе пирамиде. 
 

Нека буде дата пирамида са троуглом основом АΒΓ и врхом у тачки Γ.  

 

Тврдим да се пирамида АΒΓΓ може поделити на две једнаке пирамиде са 

троуглим основама, сличне једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке 

призме, и да је збир те две призме већи од половине целе пирамиде. 

 

Заиста, преполовимо АΒ, ΒΓ, ΓА, АΓ, ΓΒ, ΓΓ тачкама Е, Ε, Ζ, Θ, К, Λ и спојимо 

ΘЕ, ЕΖ, ΖΘ, ΘК, КΛ, ΛΘ, КΕ, ΕΖ.  

 

 
 

Пошто је АЕ једнако ЕΒ и АΘ једнако ΓΘ, права ЕΘ је паралелна правој ΓΒ 

[VI.2]1. Из истих разлога биће и права ΘК паралелна правој АΒ. Према томе 

ΘЕΒК је паралелограм. Стога је ΘК једнако ЕΒ [I.34]2. Но ЕΒ је једнако ЕА, па је 

стога и АЕ једнако ΘК. И АΘ је једнако ΘΓ. Две дужи АЕ и АΘ једнаке су двема 

дужима КΘ и ΘΓ, свака свакој; и угао ЕАΘ једнак је углу КΘΓ, па је, значи, и 

основица ЕΘ једнака основици КΓ [I.4]3. Према томе је троугао АЕΘ једнак и 

Πᾶζα πσρακὶς ηρίγφλολ ἔτοσζα βάζηλ δηαηρεῖηαη εἰς δύο πσρακίδας ἴζας ηε θαὶ 
ὁκοίας ἀιιήιαης θαὶ [ ὁκοίας ] ηῇ ὅιῃ ηρηγώλοσς ἐτούζας βάζεης θαὶ εἰς δύο 

πρίζκαηα ἴζα: θαὶ ηὰ δύο πρίζκαηα κείδολά ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζσ ηῆς ὅιες πσρακίδος.  

 

Ἔζησ ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ:  

 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΑΒΓΓ ππξακὶο δηαηξεῖηαη εἰο δύν ππξακίδαο ἴζαο ἀιιήιαηο ηξηγώλνπο 

βάζεηο ἐρνύζαο θαὶ ὁκνίαο ηῆ ὅιῃ θαὶ εἰο δύν πξίζκαηα ἴζα: θαὶ ηὰ δύν πξίζκαηα 

κείδνλά ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ η῅ο ὅιεο ππξακίδνο.  

 

Σεηκήζζσζαλ γὰξ αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, ΑΓ, ΓΒ, ΓΓ δίρα θαηὰ ηὰ Δ, Ε, Ζ, Θ, Κ, Λ ζεκεῖα, 

θαὶ ἐπεδεύρζσζαλ αἱ ΘΔ, ΔΖ, ΖΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΘ, ΚΕ, ΕΖ.  

 

 
 

ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΑΔ ηῆ ΔΒ, ἡ δὲ ΑΘ ηῆ ΓΘ, παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΔΘ ηῆ ΓΒ. δηὰ 

ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ΘΚ ηῆ ΑΒ παξάιιειόο ἐζηηλ. παξαιιειόγξακκνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΘΔ 

ΒΚ: ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΘΚ ηῆ ΔΒ. ἀιιὰ ἡ ΔΒ ηῆ ΔΑ ἐζηηλ ἴζε: θαὶ ἡ ΑΔ ἄξα ηῆ ΘΚ ἐζηηλ 

ἴζε. ἔζηη δὲ θαὶ ἡ ΑΘ ηῆ ΘΓ ἴζε: δύν δὴ αἱ ΔΑ, ΑΘ δπζὶ ηαῖο ΚΘ, ΘΓ ἴζαη εἰζὶλ 

ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ: θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΔΑΘ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΚΘΓ ἴζε: βάζηο ἄξα ἡ ΔΘ βάζεη 

ηῆ ΚΓ ἐζηηλ ἴζε. ἴζνλ ἄξα θαὶ ὅκνηόλ ἐζηη ηὸ ΑΔΘ ηξίγσλνλ ηῷ ΘΚΓ ηξηγώλῳ. δηὰ ηὰ 

αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ ΑΘΖ ηξίγσλνλ ηῷ ΘΛΓ ηξηγώλῳ ἴζνλ ηέ ἐζηη θαὶ ὅκνηνλ. θαὶ ἐπεὶ δύν 

εὐζεῖαη ἁπηόκελαη ἀιιήισλ αἱ ΔΘ, ΘΖ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ ηὰο ΚΓ, 

                                                 
1 VI.2 Ако је у троуглу повучена нека права паралелна једној од страна, та права сече остале стране пропорционално; и ако су стране троугла пресечене пропорционално, права што спаја 

пресечне тачке паралелна је преосталој страници троугла. 
2 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
3 I.4 Ако су код два троугла две стране једног једнаке одговарајућим двема странама другог и ако су једнаки углови које образују једнаке стране, мора и основица бити једнака основици, 

један троугао мора бити једнак другом троуглу и остали углови морају бити једнаки осталим угловима и то одговарајући, наиме они који леже спрам једнаких страна. 
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сличан троуглу ΘΚΓ. Из истих разлога и троугао АΘΖ једнак је и сличан троуглу 

ΘΛΓ. И пошто су две праве ЕΘ и ΘΖ, које се секу, паралелне са двема правима 

КΓ и ΓΛ, које се секу, а прве праве нису у истој равни са другим, оне образују 

једнаке углове [ΥΗ.10]1. Према томе је угао ЕΘΖ једнак углу КΓΛ. И пошто су две 

дужи ЕΘ и ΘΖ једнаке двема дужима КΓ и ΓΛ, свака свакој, и угао ЕΘΖ једнак 

углу КΓΛ, биће и основица ЕΖ једнака основици ΚΛ [I.4]. На овај начин троугао 

ЕΘΖ једнак је и слична троуглу КΓΛ. Из истих разлога је и троугао АЕΖ једнак и 

сличан троуглу ΘΚΛ. На овај начин је пирамида којој је основа троугао АЕΖ и 

врх у тачки Θ једнака и слична пирамиди којој је основа троугао ΘΚΛ и врх у 

тачки Γ [ΥΗ.Деф.10]2. И пошто је у троуглу АΓΒ повучена права ΘК паралелно 

једној од страна, страни АΒ, троугао АΓΒ имаће једнаке углове као и троугао 

ΓΘК [I.29]3, а стране су им пропорционалне. Према томе је троугао АΓΒ сличан 

троуглу ΓΘК [VI .Деф.1]4. Из истих разлога и троугао ΓΒΓ биће сличан троуглу 

ΓΚΛ, а троугао АΓΓ троуглу ΓΛΘ. И пошто су две праве ΒА и АΓ, које се секу, 

паралелне са двема правима КΘ и ΘΛ, које се такође секу, али са првима нису у 

истој равни, оне образују једнаке углове [ΥΗ.10]. Дакле угао ΒΑΓ једнак је углу 

КΘΛ. И пошто је ΒА према АΓ као КΘ према ΘΛ, биће троугао АΒΓ сличан 

троуглу ΘΚΛ. И на тај начин је пирамида којој је основа троугао АΒΓ и врх у 

тачки Γ слична пирамиди којој је основа троугао ΘΚΛ и врх у тачки Γ. Доказано 

је међутим да је пирамида којој је основа троугао ΘΚΛ и врх у тачки Γ слична 

пирамиди којој је основа троугао АЕΖ и врх у тачки Θ јер је и пирамида којој је 

основа троугао АΒΓ и врх у тачки Γ слична пирамиди којој је основа троугао АЕΖ 

и врх у тачки Θ. Према томе је свака од пирамида АЕΖΘ и ΘΚΛΓ слична целој 

пирамиди АΒΓΓ. 

И пошто је ΒΕ једнако ΕΓ, паралелограм ЕΒΕΖ је двапут већи од троугла ΖΕΓ. А 

како су две призме, ако имају једнаке висине и једна за основу паралелограм, а 

друга троугао, уз то паралелограм двапут већи од троугла, једнаке [ΥΗ.39]5, биће и 

призма обухваћена двама троуглима, ΒΚΕ и ЕΘΖ, и трима паралелограмима, 

ЕΒΕΖ, ЕΒΚΘ, ΘΚΕΖ, једнака призми обухваћеној двама троуглима ΖΕΓ и ΘΚΛ и 

трима паралелограмима КΕΓΛ, ΛΓΖΘ и ΘΚΕΖ. И јасно је да ће свака призма, 

наиме, прва, којој је основа паралелограм ЕΒΕΖ и наспрамна ивица ΘК, и друга 

којој је основа троугао ΖΕΓ и наспрамни троугао ΘΚΛ бити већа од сваке 

пирамиде са основама АЕΖ и ΘΚΛ и врховима Θ и Γ, пошто, ако повучемо праве 

ЕΕ и ЕК, биће призма чија је основа паралелограм ЕΒΕΖ и наспрамна ивица ΘК 

већа од пирамиде којој је основа троугао ЕΒΕ и врх тачка К. Међутим је пирамида 

којој је основа троугао ЕΒΕ и врх тачка К једнака пирамиди којој је основа 

троугао АЕΖ и врх тачка Θ, пошто су оне обухваћене једнаким и сличним 

равнима (многоугловима). На тај начин је и призма којој је основа паралелограм 

ΓΛ εἰζηλ νὐθ ἐλ ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ νὖζαη, ἴζαο γσλίαο πεξηέμνπζηλ. ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ 

ΔΘΖ γσλία ηῆ ὑπὸ ΚΓΛ γσλίᾳ. θαὶ ἐπεὶ δύν εὐζεῖαη αἱ ΔΘ, ΘΖ δπζὶ ηαῖο ΚΓ, ΓΛ ἴζαη 

εἰζὶλ ἑθαηέξα ἑθαηέξᾳ, θαὶ γσλία ἡ ὑπὸ ΔΘΖ γσλίᾳ ηῆ ὑπὸ ΚΓΛ ἐζηηλ ἴζε, βάζηο ἄξα 

ἡ ΔΖ βάζεη ηῆ ΚΛ [ ἐζηηλ ] ἴζε: ἴζνλ ἄξα θαὶ ὅκνηόλ ἐζηη ηὸ ΔΘΖ ηξίγσλνλ ηῷ ΚΓΛ 

ηξηγώλῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ ηῷ ΘΚΛ ηξηγώλῳ ἴζνλ ηε θαὶ ὅκνηόλ 

ἐζηηλ. ἡ ἄξα ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ ζεκεῖνλ, ἴζε 

θαὶ ὁκνία ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ. 

θαὶ ἐπεὶ ηξηγώλνπ ηνῦ ΑΓΒ παξὰ κίαλ ηῶλ πιεπξῶλ ηὴλ ΑΒ ἦθηαη ἡ ΘΚ, ἰζνγώληόλ 

ἐζηη ηὸ ΑΓΒ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΘΚ ηξηγώλῳ, θαὶ ηὰο πιεπξὰο ἀλάινγνλ ἔρνπζηλ: ὅκνηνλ 

ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΓΒ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΘΚ ηξηγώλῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ κὲλ ΓΒΓ ηξίγσλνλ 

ηῷ ΓΚΛ ηξηγώλῳ ὅκνηόλ ἐζηηλ, ηὸ δὲ ΑΓΓ ηῷ ΓΛΘ. θαὶ ἐπεὶ δύν εὐζεῖαη ἁπηόκελαη 

ἀιιήισλ αἱ ΒΑ, ΑΓ παξὰ δύν εὐζείαο ἁπηνκέλαο ἀιιήισλ ηὰο ΚΘ, ΘΛ εἰζηλ νὐθ ἐλ 

ηῷ αὐηῷ ἐπηπέδῳ, ἴζαο γσλίαο πεξηέμνπζηλ. ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γσλία ηῆ ὑπὸ 

ΚΘΛ. θαί ἐζηηλ ὡο ἡ ΒΑ πξὸο ηὴλ ΑΓ, νὕησο ἡ ΚΘ πξὸο ηὴλ ΘΛ: ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ 

ΑΒΓ ηξίγσλνλ ηῷ ΘΚΛ ηξηγώλῳ. θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ὁκνία ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ. ἀιιὰ ππξακίο, ἧο βάζηο κὲλ [ ἐζηη ] ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ὁκνία ἐδείρζε ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ ζεκεῖνλ [ ὥζηε θαὶ ππξακίο, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ 

ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ὁκνία ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ 

ζεκεῖνλ ]. ἑθαηέξα ἄξα ηῶλ ΑΔΖΘ, ΘΚΛΓ ππξακίδσλ ὁκνία ἐζηὶ ηῆ ὅιῃ ηῆ ΑΒΓΓ 

ππξακίδη. Καὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΒΕ ηῆ ΕΓ, δηπιάζηόλ ἐζηη ηὸ ΔΒΕΖ παξαιιειόγξακκνλ 

ηνῦ ΖΕΓ ηξηγώλνπ. θαὶ ἐπεί, ἐὰλ ᾖ δύν πξίζκαηα ἰζνπς῅, θαὶ ηὸ κὲλ ἔρῃ βάζηλ 

παξαιιειόγξακκνλ, ηὸ δὲ ηξίγσλνλ, δηπιάζηνλ δὲ ᾖ ηὸ παξαιιειόγξακκνλ ηνῦ 

ηξηγώλνπ, ἴζα ἐζηὶ ηὰ πξίζκαηα, ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ πξίζκα ηὸ πεξηερόκελνλ ὑπὸ δύν κὲλ 

ηξηγώλσλ ηῶλ ΒΚΕ, ΔΘΖ, ηξηῶλ δὲ παξαιιεινγξάκκσλ ηῶλ ΔΒΕΖ, ΔΒΚΘ, ΘΚΕΖ ηῷ 

πξίζκαηη ηῷ πεξηερνκέλῳ ὑπὸ δύν κὲλ ηξηγώλσλ ηῶλ ΖΕΓ, ΘΚΛ, ηξηῶλ δὲ 

παξαιιεινγξάκκσλ ηῶλ ΚΕΓΛ, ΛΓΖΘ, ΘΚΕΖ. θαὶ θαλεξόλ, ὅηη ἑθάηεξνλ ηῶλ 

πξηζκάησλ, νὗ ηε βάζηο ηὸ ΔΒΕΖ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΘΚ εὐζεῖα, θαὶ 
νὗ βάζηο ηὸ ΖΕΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ, κεῖδόλ ἐζηηλ ἑθαηέξαο 

ηῶλ ππξακίδσλ, ὧλ βάζεηο κὲλ ηὰ ΑΔΖ, ΘΚΛ ηξίγσλα, θνξπθαὶ δὲ ηὰ Θ, Γ ζεκεῖα, 

ἐπεηδήπεξ [ θαὶ ] ἐὰλ ἐπηδεύμσκελ ηὰο ΔΕ, ΔΚ εὐζείαο, ηὸ κὲλ πξίζκα, νὗ βάζηο ηὸ 

ΔΒΕΖ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΘΚ εὐζεῖα, κεῖδόλ ἐζηη η῅ο ππξακίδνο, ἧο 

βάζηο ηὸ ΔΒΕ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Κ ζεκεῖνλ. ἀιι' ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο ηὸ ΔΒΕ 

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Κ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, 

θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ ζεκεῖνλ: ὑπὸ γὰξ ἴζσλ θαὶ ὁκνίσλ ἐπηπέδσλ πεξηέρνληαη. ὥζηε θαὶ ηὸ 

                                                 
1 ΧΗ.10 Ако су две праве, које се секу, паралелне са двема правима, које се секу, но не налазе се са овима у истој равни, оне образују једнаке углове. 
2 ΧΗ.Деф.10 Једнаке и сличне просторне фигуре су оне које су обухваћене сличним равнима, једнаким по броју и по величини.  
3 I.29 Ако права сече две паралелне праве, она гради унутрашње наизменичне углове једнаке, спољашњи угао једнак одговарајућем унутрашњем углу и два унутрашња угла са исте стране 
једнака двама правим угловима. 
4 VI .Деф.1 Праволинијске слике су сличне, ако су им углови појединачно једнаки и краци једнаких углова пропорционални.  
5 ΧΗ.39 Ако је код једне од две призме са истом висином основа паралелограм, а код друге троугао и паралелограм двапут већи од троугла, призме су једнаке. 
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ЕΒΕΖ и наспрамна ивица ΘК већа од пирамиде којој је основа троугао АЕΖ и врх 

у тачки Θ. Но призма којој је основа паралелограм ЕΒΕΖ и наспрамна ивица ΘК 

једнака је призми којој је основа троугао ΖΕΓ и наспрамни троугао ΘΚΛ. А 

пирамида којој је основа троугао АЕΖ и врх у тачки Θ једнака је пирамиди којој је 

основа троугао ΘΚΛ и врх у тачки Γ. Значи две наведене призме веће су од две 

наведене пирамиде, чије су основе троуглови АЕΖ и ΘΚΛ и врхови у тачкама Θ и 

Γ. 

 

На овај начин цела пирамида којој је троугао АΒΓ у основи и врх у тачки Γ може 

се поделити на две међу собом једнаке (сличне целој) пирамиде и на две једнаке 

призме, чији је збир већи од половине целе пирамиде. А то је требало доказати. 

πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΔΒΕΖ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΘΚ εὐζεῖα, κεῖδόλ 

ἐζηη ππξακίδνο, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ ζεκεῖνλ. ἴζνλ δὲ ηὸ 

κὲλ πξίζκα, νὗ βάζηο ηὸ ΔΒΕΖ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΘΚ εὐζεῖα, ηῷ 

πξίζκαηη, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΖΕΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ: ἡ δὲ 

ππξακίο, ἧο βάζηο ηὸ ΑΔΖ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Θ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο 

βάζηο ηὸ ΘΚΛ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ. ηὰ ἄξα εἰξεκέλα δύν πξίζκαηα 

κείδνλά ἐζηη ηῶλ εἰξεκέλσλ δύν ππξακίδσλ, ὧλ βάζεηο κὲλ ηὰ ΑΔΖ, ΘΚΛ ηξίγσλα, 

θνξπθαὶ δὲ ηὰ Θ, Γ ζεκεῖα.  

 

Ἡ ἄξα ὅιε ππξακίο, ἧο βάζηο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, δηῄξεηαη εἴο 

ηε δύν ππξακίδαο ἴζαο ἀιιήιαηο [ θαὶ ὁκνίαο ηῆ ὅιῃ ] θαὶ εἰο δύν πξίζκαηα ἴζα, θαὶ ηὰ 

δύν πξίζκαηα κείδνλά ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ η῅ο ὅιεο ππξακίδνο: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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XΗΗ. 4 

 

Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су основе троуглови, и 

сваку поделимо на две једнаке пирамиде, сличне међу собом и са целом 

пирамидом, и на две једнаке призме, основа једне пирамиде односиће се 

према основи друге пирамиде као све призме прве пирамиде према свима, у 

истом броју, призмама друге пирамиде. 
 

Нека постоје две пирамиде са истом висином, чије су основе троуглови АΒΓ и 

ΓΔΕ и врхови у тачкама Ζ и Θ, и нека је свака подељена на две једнаке пирамиде, 

сличне међу собом и целој пирамиди, и на две једнаке призме [ΥΗΗ.3]1.  

 

 
 

Тврдим да је основа АΒΓ према основи ΓΔΕ као и све призме пирамиде АΒΓΖ 

према призмама у истом броју пирамиде ΓΔΕΘ. 

Заиста, пошто је ΒΞ једнако ΞΓ, а АΛ једнако ΛΓ, биће права ΛΞ паралелна АΒ и 

троугао АΒΓ сличан троуглу ΛΞΓ. Из истих разлога је и троугао ΓΔΕ сличан 

троуглу ΡΦΕ. И пошто је ΒΓ двапут веће од ΓΞ, а ЕΕ од ΕΦ, биће ΒΓ према ΓΞ као 

ЕΕ према ΕΦ. На тај начин су на ΒΓ и на ΓΞ конструисане сличне и у сличном 

положају праволинијске слике АΒΓ и ΛΞΓ, а на ЕΕ и на ΕΦ сличне и у сличном 

Ἐὰλ ὦζη δύο πσρακίδες ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕυος ηρηγώλοσς ἔτοσζαη βάζεης, δηαηρεζῇ 

δὲ ἑθαηέρα αὐηῶλ εἴς ηε δύο πσρακίδας ἴζας ἀιιήιαης θαὶ ὁκοίας ηῇ ὅιῃ θαὶ εἰς 

δύο πρίζκαηα ἴζα, ἔζηαη ὡς ἡ ηῆς κηᾶς πσρακίδος βάζης πρὸς ηὴλ ηῆς ἑηέρας 

πσρακίδος βάζηλ, οὕηφς ηὰ ἐλ ηῇ κηᾷ πσρακίδη πρίζκαηα πάληα πρὸς ηὰ ἐλ ηῇ 

ἑηέρᾳ πσρακίδη πρίζκαηα πάληα ἰζοπιεζῆ.  

 

Ἔζησζαλ δύν ππξακίδεο ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ηξηγώλνπο ἔρνπζαη βάζεηο ηὰο ΑΒΓ, ΓΔΕ, 

θνξπθὰο δὲ ηὰ Ζ, Θ ζεκεῖα, θαὶ δηῃξήζζσ ἑθαηέξα αὐηῶλ εἴο ηε δύν ππξακίδαο ἴζαο 

ἀιιήιαηο θαὶ ὁκνίαο ηῆ ὅιῃ θαὶ εἰο δύν πξίζκαηα ἴζα:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ ἐλ ηῆ ΑΒΓΖ ππξακίδη 

πξίζκαηα πάληα πξὸο ηὰ ἐλ ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα ἰζνπιεζ῅.  

 

἖πεὶ γὰξ ἴζε ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΒΞ ηῆ ΞΓ, ἡ δὲ ΑΛ ηῆ ΛΓ, παξάιιεινο ἄξα ἐζηὶλ ἡ ΛΞ ηῆ 

ΑΒ θαὶ ὅκνηνλ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ ηῷ ΛΞΓ ηξηγώλῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ ΓΔΕ 

ηξίγσλνλ ηῷ ΡΦΕ ηξηγώλῳ ὅκνηόλ ἐζηηλ. θαὶ ἐπεὶ δηπιαζίσλ ἐζηὶλ ἡ κὲλ ΒΓ η῅ο ΓΞ, ἡ 

                                                 
1 ΧΗΗ.3 Свака пирамида са троуглом основом може се поделити на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир те две 

призме је већи од од половине целе пирамиде. 
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положају праволинијске слике ΓΔΕ и ΡΦΕ. Према томе је троугао АΒΓ према 

троуглу ΛΞΓ као троугао ΓΔΕ према троуглу ΡΦΕ [VI .22]1. Или, после промене 

реда троугао АΒΓ је према троуглу ΓΔΕ као троугао ΛΞΓ према троуглу ΡΦΕ 

[V.16]
2
. Међутим је троугао ΛΞΓ према троуглу ΡΦΕ као призма којој је основа 

троугао ΛΞΓ и наспрамни троугао ОМΝ према призми којој је основа троугао ΡΦΕ 

и наспрамни троугао ΢ΣΤ. Те је према томе троугао АΒΓ према троуглу ΓΔΕ као 

призма, којој је основа троугао ΛΔΓ и наспрамни троугао ОМΝ, према призми, 

којој је основа троугао ΡΦΕ и наспрамни троугао ΢ΣΤ. Но наведене призме се 

једна према другој односе као призма којој је основа паралелограм КΒΞΛ а 

наспрамна ивица ОМ према призми којој је основа паралелограм ΠΔΦΡ а 

наспрамна ивица ΢Σ [ΥΗ.393, ΥΗΗ.3.]. А у истој размери је и збир две призме: једне, 

којој је основа паралелограм ΚΒΞΛ и наспрамна ивица ОМ, и друге, којој је 

основа ΛΞΓ и наспрамни троугао ОМΝ, према збиру призама, једне којој је основа 

ΠΔΦΡ и наспрамна ивица ΢Т и друге којој је основа троугао ΡΦΕ а наспрамни 

троугао ΢ΣΤ [V.12]4. На овај начин се збир две наведене призме односи према 

збиру две друге наведене призме као основа АΒΓ према основи ΓΔΕ. 

На сличан начин, ако се пирамиде ОМΝΖ и ΢ΣΤΘ поделе на две призме и на две 

пирамиде, биће основа ОМΝ према основи ΢ΣΤ као две призме у пирамиди 

ОМΝΖ према двема призмама у пиремиди ΢ΣΤΘ. Али основа ОМΝ је према 

основи ΢ΣΤ као основа АΒΓ према основи ΓΔΕ, јер је сваки од троуглова ОМΝ и 

΢ΣΤ једнак сваком од троуглова ΛΞΓ и ΡΦΕ. И на тај начин је основа АΒΓ према 

основи ΓΔΕ као четири призме према четири призме.  

 

Исто тако ће, ако се преостале пирамиде поделе на две пирамиде и на две призме, 

основа АΒΓ бити према основи ΓΔΕ као све призме у пирамиди АΒΓΖ према 

свима призмама у истом броју у пирамиди ΓΔΕΘ. А то је требало доказати. 

 

Лема 

 

А да је троугао ΛΔΓ према троуглу ΡΦΕ као призма којој је основа троугао ΛΔΓ, а 

наспрамни троугао ОМΝ, према призми којој је основа троугао ΡΦΕ и наспрамни 

троугао ΢ΣΤ, то треба доказати. 

 

Заиста, замислимо на истој слици две нормале спуштене из тачака Ζ и Θ на равни 

АΒΓ и ΓΔΕ; оне су, очигледно, једнаке, јер се претпоставља да су пирамиде са 

истим висинама. Пошто су две праве ΖΓ и нормала из Ζ, пресечене двема 

паралелним равнима АΒΓ и ОМΝ, оне су пресечене у истој размери [ΥΗ.17]5. А 

δὲ ΔΕ η῅ο ΕΦ, ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΓΞ, νὕησο ἡ ΔΕ πξὸο ηὴλ ΕΦ. θαὶ 
ἀλαγέγξαπηαη ἀπὸ κὲλ ηῶλ ΒΓ, ΓΞ ὅκνηά ηε θαὶ ὁκνίσο θείκελα εὐζύγξακκα ηὰ ΑΒΓ, 

ΛΞΓ, ἀπὸ δὲ ηῶλ ΔΕ, ΕΦ ὅκνηά ηε θαὶ ὁκνίσο θείκελα [ εὐζύγξακκα ] ηὰ ΓΔΕ, ΡΦΕ. 

ἔζηηλ ἄξα ὡο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΛΞΓ ηξίγσλνλ, νὕησο ηὸ ΓΔΕ ηξίγσλνλ πξὸο 

ηὸ ΡΦΕ ηξίγσλνλ: ἐλαιιὰμ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΓΔΕ [ ηξίγσλνλ ], 

νὕησο ηὸ ΛΞΓ [ ηξίγσλνλ ] πξὸο ηὸ ΡΦΕ ηξίγσλνλ. ἀιι' ὡο ηὸ ΛΞΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ 

ΡΦΕ ηξίγσλνλ, νὕησο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ [ ἐζηη ] ηὸ ΛΞΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ 

ηὸ ΟΜΝ, πξὸο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΡΦΕ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΢ΣΤ: θαὶ 
ὡο ἄξα ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΓΔΕ ηξίγσλνλ, νὕησο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ 

ΛΞΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΟΜΝ, πξὸο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΡΦΕ 

ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΢ΣΤ. ὡο δὲ ηὰ εἰξεκέλα πξίζκαηα πξὸο ἄιιεια, νὕησο ηὸ 

πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΚΒΞΛ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΟΜ εὐζεῖα, πξὸο 

ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΠΔΦΡ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΢Σ εὐζεῖα. θαὶ 
ηὰ δύν ἄξα πξίζκαηα, νὗ ηε βάζηο κὲλ ηὸ ΚΒΞΛ παξαιιειόγξακκνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ 

ΟΜ, θαὶ νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΛΞΓ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΟΜΝ, πξὸο ηὰ πξίζκαηα, νὗ ηε βάζηο 

κὲλ ηὸ ΠΔΦΡ, ἀπελαληίνλ δὲ ἡ ΢Σ εὐζεῖα, θαὶ νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΡΦΕ ηξίγσλνλ, 

ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΢ΣΤ. θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ 

εἰξεκέλα δύν πξίζκαηα πξὸο ηὰ εἰξεκέλα δύν πξίζκαηα. Καὶ ὁκνίσο, ἐὰλ δηαηξεζῶζηλ 

αἱ ΟΜΝΖ, ΢ΣΤΘ ππξακίδεο εἴο ηε δύν πξίζκαηα θαὶ δύν ππξακίδαο, ἔζηαη ὡο ἡ ΟΜΝ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΢ΣΤ βάζηλ, νὕησο ηὰ ἐλ ηῆ ΟΜ ΝΖ ππξακίδη δύν πξίζκαηα πξὸο ηὰ ἐλ 

ηῆ ΢ΣΤΘ ππξακίδη δύν πξίζκαηα. ἀιι' ὡο ἡ ΟΜΝ βάζηο πξὸο ηὴλ ΢ΣΤ βάζηλ, νὕησο ἡ 

ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ: ἴζνλ γὰξ ἑθάηεξνλ ηῶλ ΟΜΝ, ΢ΣΤ ηξηγώλσλ 

ἑθαηέξῳ ηῶλ ΛΞΓ, ΡΦΕ. θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ 

ηέζζαξα πξίζκαηα πξὸο ηὰ ηέζζαξα πξίζκαηα.  

 

ὁκνίσο δὲ θἂλ ηὰο ὑπνιεηπνκέλαο ππξακίδαο δηέισκελ εἴο ηε δύν ππξακίδαο θαὶ εἰο δύν 

πξίζκαηα, ἔζηαη ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ ἐλ ηῆ ΑΒ ΓΖ ππξακίδη 

πξίζκαηα πάληα πξὸο ηὰ ἐλ ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα πάληα ἰζνπιεζ῅: ὅπεξ ἔδεη 

δεῖμαη.  

 

Λ῅κκα 

 

Ὅηη δέ ἐζηηλ ὡο ηὸ ΛΞΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΡΦΕ ηξίγσλνλ, νὕησο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο 

ηὸ ΛΞΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΟΜΝ, πξὸο ηὸ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΡΦΕ [ 

ηξίγσλνλ ], ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΢ΣΤ, νὕησ δεηθηένλ.  

                                                 
1 VI .22 Ако су четири дужи пропорционалне, онда су и на њима конструисане сличне и у сличном положају праволинијске слике пропорционалне; и ако су на њима конструисане сличне и 

у сличном положају праволинијске слике пропорционалне, пропорционалне су и дужи. 
2 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
3 ΧΗ.39 Ако је код једне од две призме са истом висином основа паралелограм, а код друге троугао и паралелограм двапут већи од троугла, призме су једнаке. 
4 V.12 Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) од наредних, као збир свих претходних према збиру свих наредних. 
5 ΧΗ.17 Ако се две праве пресеку паралелним равнима, њихови отсечци су у истој размери. 
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како је дуж ΖΓ преполовљена пресеком са равни ОМΝ у тачки Ν, биће 

преполовљена пресеком са равни ОМΝ и нормала спуштена из тачке Ζ на раван 

АΒΓ. Из истих разлога биће преполовљена пресеком са равни ΢ΣΤ и нормала 

спуштена из тачке Θ на раван ΓΔΕ. Но нормале спуштене из тачака Ζ и Θ на равни 

АΒΓ и ΓΔΕ једнаке су, па према томе су једнаке и нормале спуштене из тачака 

троуглова ОМΝ и ΢ΣΤ на равни троуглова АΒΓ и ΓΔΕ. Према томе призме којима 

су основе троуглови ΛΞΓ и ΡΦΕ, а наспрамни троуглови ОМΝ и ΢ΣΤ, имају исте 

висине.  

 

Значи и паралелепипеди, конструисани од тих призама, имају исте висине и у 

размери су један према другом као основе [ΥΗ.32]1. Према томе су и њихове 

половине, наведене призме, једна према другој у односу основе ΓΞΓ према основи 

ΡΦΕ. А то је требало доказати. 

 

 

἖πὶ γὰξ η῅ο αὐη῅ο θαηαγξαθ῅ο λελνήζζσζαλ ἀπὸ ηῶλ Ζ, Θ θάζεηνη ἐπὶ ηὰ ΑΒΓ, ΓΔΕ 

ἐπίπεδα, ἴζαη δειαδὴ ηπγράλνπζαη δηὰ ηὸ ἰζνπςεῖο ὑπνθεῖζζαη ηὰο ππξακίδαο. θαὶ ἐπεὶ 

δύν εὐζεῖαη ἥ ηε ΖΓ θαὶ ἡ ἀπὸ ηνῦ Ζ θάζεηνο ὑπὸ παξαιιήισλ ἐπηπέδσλ ηῶλ ΑΒΓ, 

ΟΜΝ ηέκλνληαη, εἰο ηνὺο αὐηνὺο ιόγνπο ηκεζήζνληαη. θαὶ ηέηκεηαη ἡ ΖΓ δίρα ὑπὸ ηνῦ 

ΟΜΝ ἐπηπέδνπ θαηὰ ηὸ Ν: θαὶ ἡ ἀπὸ ηνῦ Ζ ἄξα θάζεηνο ἐπὶ ηὸ ΑΒΓ ἐπίπεδνλ δίρα 

ηκεζήζεηαη ὑπὸ ηνῦ ΟΜΝ ἐπηπέδνπ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ἡ ἀπὸ ηνῦ Θ θάζεηνο ἐπὶ ηὸ 

ΓΔΕ ἐπίπεδνλ δίρα ηκεζήζεηαη ὑπὸ ηνῦ ΢ΣΤ ἐπηπέδνπ. θαί εἰζηλ ἴζαη αἱ ἀπὸ ηῶλ Ζ, Θ 

θάζεηνη ἐπὶ ηὰ ΑΒΓ, ΓΔΕ ἐπίπεδα: ἴζαη ἄξα θαὶ αἱ ἀπὸ ηῶλ ΟΜΝ, ΢ΣΤ ηξηγώλσλ ἐπὶ ηὰ 

ΑΒΓ, ΓΔΕ θάζεηνη. ἰζνπς῅ ἄξα [ ἐζηὶ ] ηὰ πξίζκαηα, ὧλ βάζεηο κέλ εἰζη ηὰ ΛΞΓ, ΡΦΕ 

ηξίγσλα, ἀπελαληίνλ δὲ ηὰ ΟΜΝ, ΢ΣΤ.  

 

ὥζηε θαὶ ηὰ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ηὰ ἀπὸ ηῶλ εἰξεκέλσλ πξηζκάησλ ἀλαγξαθόκελα 

ἰζνπς῅ θαὶ πξὸο ἄιιεια [ εἰζὶλ ] ὡο αἱ βάζεηο: θαὶ ηὰ ἡκίζε ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΛΞΓ βάζηο 

πξὸο ηὴλ ΡΦΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ εἰξεκέλα πξίζκαηα πξὸο ἄιιεια: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

                                                 
1 ΧΗ.32 Паралелепипеди са истом висином се односе један према другом као основе. 
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XΗΗ. 5 

 

Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у размери су једна према 

другој као основе. 
 

Нека су дате пирамиде са основама АΒΓ и ΓΔΕ са истом висином и са врховима у 

тачкама Ζ и Θ.  

 

 
 

Тврдим, да се основа АΒΓ према основи ΓΔΕ односи као пирамида АΒΓΖ према 

пирамиди ΓΔΕΘ. 

 

Заиста, ако основа АΒΓ не би била према основи ΓΔΕ као пирамида АΒΓΖ према 

пирамиди ΓΔΕΘ онда ће основа АΒΓ бити према основи ΓΔΕ као пирамида АΒΓΖ 

према величини мањој или већој од пирамиде ΓΔΕΘ. Нека буде, прво, према 

мањој величини X;  

 

 
 

и поделимо пирамиду ΓΔΕΘ на две једнаке пирамиде, сличне међу собом и целој 

Αἱ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕυος οὖζαη πσρακίδες θαὶ ηρηγώλοσς ἔτοσζαη βάζεης πρὸς 

ἀιιήιας εἰζὶλ ὡς αἱ βάζεης.  

 

Ἔζησζαλ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ππξακίδεο, ὧλ βάζεηο κὲλ ηὰ ΑΒΓ, ΓΔΕ ηξίγσλα, θνξπθαὶ 

δὲ ηὰ Ζ, Θ ζεκεῖα:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὴλ 

ΓΔΕΘ ππξακίδα.  

 

Δἰ γὰξ κή ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο 

ηὴλ ΓΔΕΘ ππξακίδα, ἔζηαη ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΖ 

ππξακὶο ἤηνη πξὸο ἔιαζζόλ ηη η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο ζηεξεὸλ ἢ πξὸο κεῖδνλ. ἔζησ 

πξόηεξνλ πξὸο ἔιαζζνλ ηὸ Υ, θαὶ δηῃξήζζσ ἡ ΓΔΕΘ ππξακὶο εἴο ηε δύν ππξακίδαο ἴζαο 

ἀιιήιαηο θαὶ ὁκνίαο ηῆ ὅιῃ θαὶ εἰο δύν πξίζκαηα ἴζα: ηὰ δὴ δύν πξίζκαηα κείδνλά 

ἐζηηλ ἢ ηὸ ἥκηζπ η῅ο ὅιεο ππξακίδνο. θαὶ πάιηλ αἱ ἐθ η῅ο δηαηξέζεσο γηλόκελαη 

ππξακίδεο ὁκνίσο δηῃξήζζσζαλ, θαὶ ηνῦην ἀεὶ γηλέζζσ, ἕσο νὗ ιεηθζῶζί ηηλεο 

ππξακίδεο ἀπὸ η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο, αἵ εἰζηλ ἐιάηηνλεο η῅ο ὑπεξνρ῅ο, ᾗ ὑπεξέρεη ἡ ΓΔ 

ΕΘ ππξακὶο ηνῦ Υ ζηεξενῦ. ιειείθζσζαλ θαὶ ἔζησζαλ ιόγνπ ἕλεθελ αἱ ΓΠΡ΢, ΢ΣΤΘ: 

ινηπὰ ἄξα ηὰ ἐλ ηῆ ΓΔ ΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα κείδνλά ἐζηη ηνῦ Υ ζηεξενῦ. δηῃξήζζσ 

θαὶ ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο ὁκνίσο θαὶ ἰζνπιεζῶο ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὰ ἐλ ηῆ ΑΒΓΖ ππξακίδη πξίζκαηα πξὸο ηὰ ἐλ ηῆ 

ΓΔΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα. ἀιιὰ θαὶ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ἡ 



ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

пирамиди, и на две једнаке призме, при чему је збир две призме већи од половине 

целе пирамиде [ΥΗΗ.3]1. Затим пирамиде добивене после поделе поделимо поново 

на сличан начин и тако ћемо поступати све док од пирамиде ΓΔΕΘ не остану 

такве пирамиде које су мање од разлике пирамиде ΓΔΕΘ и тела X [X.1]2. Нека 

остану и нека то буду, напр., пирамиде ΓΠΡ΢ и ΢ΣΤΘ. Тада су све остале призме 

у пирамиди ΓΔΕΘ веће од тела X. Поделимо и пирамуду ΑΒΓΖ, на сличан начин 

и на исти број делова, као што је подељена пирамида ΓΔΕΘ. Тада се основа АΒΓ 

према основи ΓΔΕ односи као призме у пирамиди АΒΓΖ према призмама у 

пирамиди ΓΔΕΘ [ΥΗΗ.4]3. Али основа АΒΓ је према основи ΓΔΕ као пирамида 

АΒΓΖ према телу X. Према томе је пирамида АΒΓΖ према телу X као призме у 

пирамиди АΒΓΓ према призмама у пирамиди ΓΔΕΘ [V.11]4. На тај начин, после 

промене реда, пирамида АΒΓΖ је према призмама у њој као тело X према 

призмама у пирамиди ΓΔΕΘ [V.16]5. Но пирамида АΒΓΖ је већа у призмама у 

њој, па према томе и тело X је веће од призама у пирамиди ΓΔΕΘ. Али оно је и 

мање. А то је немогуће. Према томе основа АΒΓ према основи ΓΔΕ није у размери 

пирамиде АΒΓΖ према телу мањем од пирамиде ΓΔΕΘ. На сличан начин се 

доказује да основа ΓΔΕ према основи АΒΓ није у размери пирамиде ΓΔΕΘ према 

телу мањем од пирамиде АΒΓΖ. 

Али тврдим да основа АΒΓ према основи ΓΔΕ није у размери пирамиде АΒΓΖ ни 

према телу већем од пирамиде ΓΔΕΘ. 

Заиста, ако је могуће, нека буде према већем телу X.  

Значи, обрнуто, основа ΓΔΕ је према основи АΒΓ као тело X према пирамиди 

АΒΓΖ. Али тело X према пирамиди АΒΓΖ је као пирамида ΓΔΕΘ према телу 

мањем од пирамиде АΒΓΖ, како је било доказано [ΥΗΗ.2.Лема]6. Дакле, основа 

ΓΔΕ је према основи АΒΓ као пирамида ΓΔΕΘ према телу мањем од пирамиде 

АΒΓΖ [V.11], а доказано је да је то бесмислено. Према томе основа АΒΓ према 

основи ΓΔΕ није у размери пирамиде АΒΓΖ према телу већем од пирамиде ΓΔΕΘ. 

А доказано је да није ни према мањем.  

 

На овај начин основа АΒΓ је према основи ΓΔΕ као пирамида АΒΓΖ према 

пирамиди ΓΔΕΘ. А то је требало доказати. 

ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὸ Υ ζηεξεόλ: θαὶ ὡο ἄξα ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὸ Υ ζηεξεόλ, 

νὕησο ηὰ ἐλ ηῆ ΑΒΓΖ ππξακίδη πξίζκαηα πξὸο ηὰ ἐλ ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα: 

ἐλαιιὰμ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὰ ἐλ αὐηῆ πξίζκαηα, νὕησο ηὸ Υ ζηεξεὸλ πξὸο 

ηὰ ἐλ ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη πξίζκαηα. κείδσλ δὲ ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο ηῶλ ἐλ αὐηῆ 

πξηζκάησλ: κεῖδνλ ἄξα θαὶ ηὸ Υ ζηεξεὸλ ηῶλ ἐλ ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη πξηζκάησλ. ἀιιὰ 

θαὶ ἔιαηηνλ: ὅπεξ ἐζηὶλ ἀδύλαηνλ. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, 

νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ἔιαζζόλ ηη η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο ζηεξεόλ. ὁκνίσο δὴ 

δεηρζήζεηαη, ὅηη νὐδὲ ὡο ἡ ΓΔΕ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΒΓ βάζηλ, νὕησο ἡ ΓΔΕΘ ππξακὶο 

πξὸο ἔιαηηόλ ηη η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο ζηεξεόλ. Λέγσ δή, ὅηη νὐθ ἔζηηλ νὐδὲ ὡο ἡ ΑΒΓ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο κεῖδόλ ηη η῅ο ΓΔΕΘ 

ππξακίδνο ζηεξεόλ. Δἰ γὰξ δπλαηόλ, ἔζησ πξὸο κεῖδνλ ηὸ Υ:  

ἀλάπαιηλ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΓΔΕ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΒΓ βάζηλ, νὕησο ηὸ Υ ζηεξεὸλ πξὸο 

ηὴλ ΑΒΓΖ ππξακίδα. ὡο δὲ ηὸ Υ ζηεξεὸλ πξὸο ηὴλ ΑΒΓΖ ππξακίδα, νὕησο ἡ ΓΔΕΘ 

ππξακὶο πξὸο ἔιαζζόλ ηη η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο, ὡο ἔκπξνζζελ ἐδείρζε: θαὶ ὡο ἄξα ἡ 

ΓΔΕ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΒΓ βάζηλ, νὕησο ἡ ΓΔΕΘ ππξακὶο πξὸο ἔιαζζόλ ηη η῅ο ΑΒΓΖ 

ππξακίδνο: ὅπεξ ἄηνπνλ ἐδείρζε. νὐθ ἄξα ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, 

νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο κεῖδόλ ηη η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο ζηεξεόλ.  

 

ἐδείρζε δέ, ὅηη νὐδὲ πξὸο ἔιαζζνλ. ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, 

νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΓΔΕΘ ππξακίδα: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 

 

 

                                                 
1 ΧΗΗ.3 Свака пирамида са троуглом основом може се поделити на две једнаке пирамиде са троуглим основама, сличне једна другој и целој пирамиди, и на две једнаке призме; збир те две 

призме је већи од од половине целе пирамиде. 
2 X.1 Нека су дате две неједнаке величине. Ако од веће одузмемо величину већу од половине, а од остатка - већу од његове половине и тако поступамо непрекидно, остаће нека величина 
која је мања од дате мање величине. 
3 ΧΗΗ.4 Ако постоје две пирамиде са истом висином, чије су основе троуглови, и сваку поделимо на две једнаке пирамиде, сличне међу собом и са целом пирамидом, и на две једнаке 

призме, основа једне пирамиде односиће се према основи друге пирамиде као све призме прве пирамиде према свима, у истом броју, призмама друге пирамиде. 
4 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
5 V.16 Ако су четири величине пропорционалне, оне ће бити и пермутоване пропорционалне. 
6 ΧΗΗ.2.Лема Ако је површина ΢ већа од круга ЕΕΖΘ, онда је површина ΢ према кругу АΒΓΓ као круг ЕΕΖΘ према површини мањој од круга АΒΓΓ. 
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XΗΗ. 6 

 

Пирамиде једнаких висина и са многоугловима у основама у размери су једна 

према другој као основе. 

 

Нека су дате пирамиде јаднаких висина, којима су основе многоуглови АΒΓΓΔ и 

ΕΖΘΚΛ, а врхови у тачкама М и Ν. 

 

 
 

Тврдим да је основа АΒΓΓΔ према основи ΕΖΘΚΛ као пирамида АΒΓΓΔΜ према 

пирамиди ΕΖΘΚΛΝ. 

 

Заиста, повуцимо АΓ, АΓ, ΕΘ, ΕК. Сад, пошто две пирамиде АΒΓΜ и АΓΓМ имају 

у основама троуглове, а висине су им једнаке, оне стоје у размери основа [ΥΗΗ.5]1. 

Према томе је основа АΒΓ према основи АΓΓ као пирамида АΒΓΜ према 

пирамиди АΓΓМ. И после састављања биће основа АΒΓΓ према основи АΓΓ као 

пирамида АΒΓΓМ према пирамиди АΓΓМ [V.18]2. Али је и основа АΓΓ према 

основи АΓЕ као пирамида АΓΓМ према пирамиди АΓЕМ [ΥΗΗ.5]. Значи, према 

једнакоудаљености је основа АΒΓΓ према основи АΓЕ као пирамида АΒΓΓМ 

према пирамиди АΓЕМ [V.22]3. И опет, после састављања, биће основа АΒΓΓЕ 

Αἱ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕυος οὖζαη πσρακίδες θαὶ ποισγώλοσς ἔτοσζαη βάζεης πρὸς 

ἀιιήιας εἰζὶλ ὡς αἱ βάζεης.  

 

Ἔζησζαλ ὑπὸ ηὸ αὐηὸ ὕςνο ππξακίδεο, ὧλ [ αἱ ] βάζεηο κὲλ ηὰ ΑΒΓΓΔ, ΕΖΘΚΛ 

πνιύγσλα, θνξπθαὶ δὲ ηὰ Μ, Ν ζεκεῖα:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ἐζηὶλ ὡο ἡ ΑΒΓΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΔΜ 

ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛΝ ππξακίδα.  

 

἖πεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΑΓ, ΑΓ, ΕΘ, ΕΚ. ἐπεὶ νὖλ δύν ππξακίδεο εἰζὶλ αἱ ΑΒΓΜ, ΑΓΓΜ 

ηξηγώλνπο ἔρνπζαη βάζεηο θαὶ ὕςνο ἴζνλ, πξὸο ἀιιήιαο εἰζὶλ ὡο αἱ βάζεηο: ἔζηηλ ἄξα 

ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΓΓ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΜ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΑΓΓΜ 

ππξακίδα. θαὶ ζπλζέληη ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΓΓ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΜ 

ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΑΓΓΜ ππξακίδα. ἀιιὰ θαὶ ὡο ἡ ΑΓΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΓΔ βάζηλ, 

νὕησο ἡ ΑΓΓΜ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΑΓΔΜ ππξακίδα. δη' ἴζνπ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΓ βάζηο 

πξὸο ηὴλ ΑΓΔ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΜ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΑΓΔΜ ππξακίδα. θαὶ 
ζπλζέληη πάιηλ, ὡο ἡ ΑΒΓΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΓΔ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΔΜ ππξακὶο 

πξὸο ηὴλ ΑΓΔΜ ππξακίδα. ὁκνίσο δὴ δεηρζήζεηαη, ὅηη θαὶ ὡο ἡ ΕΖΘΚΛ βάζηο πξὸο 

ηὴλ ΕΖΘ βάζηλ, νὕησο θαὶ ἡ ΕΖΘΚΛΝ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΝ ππξακίδα. θαὶ ἐπεὶ 

δύν ππξακίδεο εἰζὶλ αἱ ΑΓ ΔΜ, ΕΖΘΝ ηξηγώλνπο ἔρνπζαη βάζεηο θαὶ ὕςνο ἴζνλ, ἔζηηλ 

                                                 
1 ΧΗΗ.5 Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у размери су једна према другој као основе. 
2 V.18 Ако су величине, узете одвојено, пропорционалне, оне су пропорционалне и заједно узете. 
3 V.22 Ако су дате неке величине у произвољном броју и друге у истом броју, које су, узете по две, у истој размери, онда су и једнако удаљене у истој размери. 
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према основи АΓЕ као пирамида АΒΓΓЕМ према пирамиди АΓЕМ [V.18]. Слично 

се доказује, да је и основа ΕΖΘΚΛ према основи ΕΖΘ као пирамида ΕΖΘΚΛΝ 

према пирамиди ΕΖΟΝ. Пошто две пирамиде АΓЕМ и ΕΖΘΝ једнаких висина 

имају за основе троуглове биће основа АΓЕ према основи ΕΖ  као пирамида 

АΓЕМ према пирамиди ΕΖΘΝ [ΥΗΗ.5]. Али је основа АΓЕ према основи АΒΓΓЕ 

као пирамида АΓЕМ према пирамиди АΒΓΓЕМ. Значи због једнакоудаљености 

односиће се основа АΒΓΓЕ према основи ΕΖ  као пирамида АΒΓΓЕМ према 

пирамиди ΕΖΘΝ [V.22]. Но и основа ΕΖΘ је према основи ΕΖΘΚΛ као пирамида 

ΕΖΘΝ према пирамиди ΕΖΘΚΛΝ.  

 

На овај начин, због једнакоудаљености, основа АΒΓΓЕ је према основи ΕΖΘΚΛ 

као пирамида АΒΓΓΔΜ према пирамиди ΕΖΘΚΛΝ [V.22]. А то је требало 

доказати. 

ἄξα ὡο ἡ ΑΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΖΘ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΓΔΜ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΝ 

ππξακίδα. ἀιι' ὡο ἡ ΑΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΑΒΓΓΔ βάζηλ, νὕησο ἦλ ἡ ΑΓ ΔΜ ππξακὶο 

πξὸο ηὴλ ΑΒΓΓΔΜ ππξακίδα. θαὶ δη' ἴζνπ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΖΘ 

βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΔΜ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΝ ππξακίδα. ἀιιὰ κὴλ θαὶ ὡο ἡ ΕΖΘ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛ βάζηλ, νὕησο ἦλ θαὶ ἡ ΕΖΘΝ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛΝ 

ππξακίδα.  

 

θαὶ δη' ἴζνπ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓΓΔ βάζηο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛ βάζηλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΓΔΜ 

ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΕΖΘΚΛΝ ππξακίδα: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη.  
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XΗΗ. 7 

 

Свака призма са троуглом у основи може се поделити на три међу собом 

једнаке пирамиде са троугловима у основама. 
 

Нека је дата призма којој је троугао АΒΓ у основи и наспрамни троугао ΓΔΕ.  

 

 
 

Тврдим да се призма АΒΓΓΔΕ може поделити на три међу собом једнаке пирамиде 

са троугловима у основама. 

 

Заиста, повуцимо ΒΓ, ЕΓ и ΓΓ. Пошто је АΒΔΓ паралелограм, а ΒΓ је његова 

дијагонала, биће троугао АΒΓ једнак троуглу ЕΒΓ [I.34]1. Према томе је пирамида 

којој је троугао АΒΓ у основи и врх у тачки Γ једнака пирамиди којој је троугао 

ΓΔΒ у основи и врх у тачки Γ [ΥΗΗ.5]2. Али пирамида којој је основа троугао ΓΔΒ и 

врх у тачки Γ иста је као и пирамида којој је основа троугао ЕΒΓ и врх у тачки Γ, 

јер су оне обухваћене истим равнима. И према томе је пирамида којој је основа 

троугао АΒΓ и врх у тачки Γ једнака пирамиди којој је основа троугао ЕΒΓ и врх у 

тачки Γ. Даље, пошто је ΕΓΒЕ паралелограм, а ΓЕ његова дијагонала, троугао ΓΔΕ 

једнак је троуглу ΓΒЕ [I.34]. И на тај начин је пирамида којој је основа троугао 

ΒΓЕ иврх у тачки Γ једнака пирамиди којој је основа троугао ЕΓΕ и врх у тачки Γ 

[ΥΗΗ.5]. А доказали смо да је пирамида којој је основа троугао ΒΓЕ и врх у тачки  

једнака пирамиди којој је основа троугао АΒΓ и врх у тачки Γ. Према томе је 

пирамида којој је основа троугао ΓΔΕ и врх у тачки Γ једнака пирамиди којој је 

основа троугао АΒΓ и врх у тачки Γ. На овај је начин призма АΒΓΓΔΕ подељена 

на три међу собом једнаке пирамиде са троугловима у основама. 

Πᾶλ πρίζκα ηρίγφλολ ἔτολ βάζηλ δηαηρεῖηαη εἰς ηρεῖς πσρακίδας ἴζας ἀιιήιαης 

ηρηγώλοσς βάζεης ἐτούζας.  

 

Ἔζησ πξίζκα, νὗ βάζηο κὲλ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΓΔΕ:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηὸ ΑΒΓΓΔΕ πξίζκα δηαηξεῖηαη εἰο ηξεῖο ππξακίδαο ἴζαο ἀιιήιαηο ηξηγώλνπο 

ἐρνύζαο βάζεηο.  

 

἖πεδεύρζσζαλ γὰξ αἱ ΒΓ, ΔΓ, ΓΓ. ἐπεὶ παξαιιειόγξακκόλ ἐζηη ηὸ ΑΒΔΓ, δηάκεηξνο 

δὲ αὐηνῦ ἐζηηλ ἡ ΒΓ, ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ ηῷ ΔΒΓ ηξηγώλῳ: θαὶ ἡ ππξακὶο 

ἄξα, ἧο βάζηο κὲλ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο 

βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΓΔΒ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ. ἀιιὰ ἡ ππξακίο, ἧο βάζηο 

κέλ ἐζηη ηὸ ΓΔΒ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἡ αὐηή ἐζηη ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ 

ἐζηη ηὸ ΔΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ: ὑπὸ γὰξ ηῶλ αὐηῶλ ἐπηπέδσλ 

πεξηέρεηαη. θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ 

ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ 

ζεκεῖνλ. πάιηλ, ἐπεὶ παξαιιειόγξακκόλ ἐζηη ηὸ ΕΓΒΔ, δηάκεηξνο δέ ἐζηηλ αὐηνῦ ἡ ΓΔ, 

ἴζνλ ἐζηὶ ηὸ ΓΔΕ ηξίγσλνλ ηῷ ΓΒΔ ηξηγώλῳ. θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ 

ΒΓΔ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΔΓΕ 

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ. ἡ δὲ ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΒΓΔ  

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐδείρζε ππξακίδη, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓ 

                                                 
1 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
2 ΧΗΗ.5 Пирамиде једнаких висина и са троуглим основама у размери су једна према другој као основе. 
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ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

 

И пошто је пирамида којој је основа троугао АΒΓ и врх у тачки Γ иста са 

пирамидом којој је основа троугао ΓΑΒ и врх у тачки Γ, јер су оне обухваћене 

истим равнима, а, како смо доказали, пирамида којој је основа троугао АΒΓ и врх 

у тачки Γ је једна трећина призме којој је основа троугао АΒΓ и наспрамни 

троугао ΓΔΕ, биће, према томе, пирамида којој је основа троугао АΒΓ и врх у 

тачки Γ једна трећина призме којој је основа исти троугао АΒΓ и наспрамни 

троугао ΓΔΕ. 

 

Последица 

 

Одавде је јасно да је свака пирамида трећи део оне призме која има исту основу и 

исту висину [јер ако би призма имала као основу неку другу, сем троугла, 

праволинијску слику, као и наспрамну слику, та призма се може поделити на 

призме којима су основе троуглови и са наспрамним троугловима, и цела основа 

према свакој ...]. А то је требало доказати. 

 

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ: θαὶ ππξακὶο ἄξα, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΓΔΕ 

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἴζε ἐζηὶ ππξακίδη, ἧο βάζηο κὲλ [ἐζηη] ηὸ ΑΒΓ 

ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ: δηῄξεηαη ἄξα ηὸ ΑΒΓΓΔΕ πξίζκα εἰο ηξεῖο 

ππξακίδαο ἴζαο ἀιιήιαηο ηξηγώλνπο ἐρνύζαο βάζεηο.  

Καὶ ἐπεὶ ππξακίο, ἧο βάζηο κέλ ἐζηη ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ἡ αὐηή 

ἐζηη ππξακίδη, ἧο βάζηο ηὸ ΓΑΒ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ: ὑπὸ γὰξ ηῶλ 

αὐηῶλ ἐπηπέδσλ πεξηέρνληαη:  

 

ἡ δὲ ππξακίο, ἧο βάζηο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ηξίηνλ ἐδείρζε ηνῦ 

πξίζκαηνο, νὗ βάζηο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΓΔΕ, θαὶ ἡ ππξακὶο ἄξα, ἧο 

βάζηο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, θνξπθὴ δὲ ηὸ Γ ζεκεῖνλ, ηξίηνλ ἐζηὶ ηνῦ πξίζκαηνο ηνῦ 

ἔρνληνο βάζηλ ηὴλ αὐηὴλ ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ, ἀπελαληίνλ δὲ ηὸ ΓΔΕ.  

 

Πόξηζκα 

  

἖θ δὴ ηνύηνπ θαλεξόλ, ὅηη πᾶζα ππξακὶο ηξίηνλ κέξνο ἐζηὶ ηνῦ πξίζκαηνο ηνῦ ηὴλ 

αὐηὴλ βάζηλ ἔρνληνο αὐηῆ θαὶ  
ὕςνο ἴζνλ [ἐπεηδήπεξ θἂλ ἕηεξόλ ηη ζρ῅κα εὐζύγξακκνλ ἔρῃ ἡ βάζηο ηνῦ πξίζκαηνο, 

ηνηνῦην θαὶ ηὸ ἀπελαληίνλ, θαὶ δηαηξεῖηαη εἰο πξίζκαηα ηξίγσλα ἔρνληα ηὰο βάζεηο θαὶ ηὰ 

ἀπελαληίνλ, θαὶ ὡο ἡ ὅιε βάζηο πξὸο ἕθαζηνλ]: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη. 
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ЕУКЛИДОВИ ЕЛЕМЕНТИ 

ДВАНАЕСТА КЊИГА 

 

 

Зорица Милатовић: Прилози за наставу у којима су коришћени електронски записи Елемената које је приредио проф. др Зоран Лучић 

и најстарије сачуване верзије Елемената познате као Е888  
 

XΗΗ. 8 

 

Размера сличних пирамида којима су основе троуглови трипут је виша од 

размере хомологних ивица. 
 

Нека су дате сличне и у сличном положају пирамиде којима су основе троуглови 

АΒΓ и ΓΔΕ и врхови у тачкама Ζ и Θ. 

 

Тврдим да је размера пирамиде АΒΓΖ према пирамиди ΓΔΕΘ трипут виша од 

размере ΒΓ према ЕΕ. 

 

Заиста, допунимо паралелепипеде ΒΖΜΛ и ЕΘΠО.  

 

 
 

Пошто је пирамида АΒΓΖ слична пирамиди ΓΔΕΘ, биће угао АΒΓ једнак углу 

ΓΔΕ, угао ΖΒΓ углу ΘΔΕ и угао АΒΖ углу ΓΔΘ, и АΒ према ΓЕ као ΒΓ према ЕΕ 

и као ΒΖ према ЕΘ. А како је АΒ према ΓЕ као ΒΓ према ЕΕ, а то су 

пропорционални краци једнаких углова, биће паралелограм ΒΖ сличан 

паралелограму ЕΠ. Из истих разлога је и паралелограм ΒΝ сличан паралелограму 

ΔΡ, ΒК - ЕΞ. На тај начин су три паралелограма ΒМ, БК, БΝ слична трима 

паралелограмима ЕΠ, ЕΞ, ЕΡ. Но три паралелограма ΒМ, ΒК, ΒΝ су једнака и 

слична трима наспрамним паралелограмима, а исто тако су и три паралелограма 

ЕΠ, ЕΞ, ЕΡ једнака и слична својим наспрамним [ΥΗ.24]1. На тај начин су тела 

ΒΖΜΛ и ЕΘΠО обухваћена сличним равним површинама у истом броју. Према 

томе је тело ΒΖΜΛ слично телу ЕΘΠО. Но размера сличних паралелепипеда је 

трипут виша од размере хомологних ивица [ΥΗ.33]2. На овај начин је тело ΒΖΜΛ 

Αἱ ὅκοηαη πσρακίδες θαὶ ηρηγώλοσς ἔτοσζαη βάζεης ἐλ ηρηπιαζίολη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ 

ὁκοιόγφλ πιεσρῶλ.  

 

Ἔζησζαλ ὅκνηαη θαὶ ὁκνίσο θείκελαη ππξακίδεο, ὧλ βάζεηο κέλ εἰζη ηὰ ΑΒΓ, ΓΔΕ 

ηξίγσλα, θνξπθαὶ δὲ ηὰ Ζ, Θ ζεκεῖα:  

 

ιέγσ, ὅηη ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΓΔΕΘ ππξακίδα ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ 

ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ.  

 

΢πκπεπιεξώζζσ γὰξ ηὰ ΒΖΜΛ, ΔΘΠΟ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα.  

 

 
 

θαὶ ἐπεὶ ὁκνία ἐζηὶλ ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη, ἴζε ἄξα ἐζηὶλ ἡ κὲλ ὑπὸ ΑΒΓ 

γσλία ηῆ ὑπὸ ΓΔΕ γσλίᾳ, ἡ δὲ ὑπὸ ΖΒΓ ηῆ ὑπὸ ΘΔΕ, ἡ δὲ ὑπὸ ΑΒΖ ηῆ ὑπὸ ΓΔΘ, θαί 
ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΔ, νὕησο ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ, θαὶ ἡ ΒΖ πξὸο ηὴλ ΔΘ. θαὶ ἐπεί 
ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒ πξὸο ηὴλ ΓΔ, νὕησο ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ΔΕ, θαὶ πεξὶ ἴζαο γσλίαο αἱ πιεπξαὶ 
ἀλάινγόλ εἰζηλ, ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΜ παξαιιειόγξακκνλ ηῷ ΔΠ 

παξαιιεινγξάκκῳ. δηὰ ηὰ αὐηὰ δὴ θαὶ ηὸ κὲλ ΒΝ ηῷ ΔΡ ὅκνηόλ ἐζηη, ηὸ δὲ ΒΚ ηῷ ΔΞ: 

ηὰ ηξία ἄξα ηὰ ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ ηξηζὶ ηνῖο ΔΠ, ΔΞ, ΔΡ ὅκνηά ἐζηηλ. ἀιιὰ ηὰ κὲλ ηξία ηὰ 

ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ηε θαὶ ὅκνηά ἐζηηλ, ηὰ δὲ ηξία ηὰ ΔΠ, ΔΞ, ΔΡ 

ηξηζὶ ηνῖο ἀπελαληίνλ ἴζα ηε θαὶ ὅκνηά ἐζηηλ. ηὰ ΒΖΜΛ, ΔΘΠΟ ἄξα ζηεξεὰ ὑπὸ ὁκνίσλ 

ἐπηπέδσλ ἴζσλ ηὸ πι῅ζνο πεξηέρεηαη. ὅκνηνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΖΜΛ ζηεξεὸλ ηῷ ΔΘΠΟ 

                                                 
1 ΧΗ.24 Ако је тело обухваћено паралелним равнима, наспрамне равни су једнаки паралелограми. 
2 ΧΗ.33 Размера сличних паралелепипеда је трипут виша од размере хомологних ивица. 
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према телу ЕΘΠО у трипут вишој размери од размере хомологне ивице ΒΓ према 

хомологној ивици ЕΕ. Али тело ΒΖΜΛ је према телу ЕΘΠО према пирамиди 

ΓΔΕΘ, јер је пирамида шести део паралелепипеда, чија је половина, као призма 

[ΥΗ.28]1, једнака утрострученој пирамиди [ΥΗΗ.7]2.  

 

И на тај начин је размера пирамиде АΒΓΖ према пирамиди ΓΔΕΘ трипут виша од 

размере ивице ΒΓ према ивици ЕΕ. А то је требало доказати. 

 

Последица 

 

Из овог је јасно, да је и размера сличних пирамида којима су многоуглови у 

основама трипут више од размере хомологних ивица. 

 

Заиста, ако их поделимо на њихове пирамиде које имају троуглове у основама и то 

поделом сличних основа на сличне троуглове у истом броју и у сличном положају 

према целим пирамидама [VI.20]3, биће једна пирамида којој је троугао у основи у 

једној целој пирамиди према једној пирамиди којој је троугао у основи у другој 

целој пирамиди као збир пирамида којима су троуглови у основи једне целе 

пирамиде према збиру пирамида којима су троуглови у основи друге целе 

пирамиде [V.12]4, тј. као једна пирамида са многоуглом у основи према другој 

пирамиди са многоуглом у основи. А како је размера пирамида којима су 

троуглови у основама трипут виша од размере хомологних ивица, биће и размера 

пирамида којима су слични многоуглови у основама трипут виша од размере 

хомологних ивица. 

ζηεξεῷ. ηὰ δὲ ὅκνηα ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ ἐζηὶ ηῶλ ὁκνιόγσλ 

πιεπξῶλ. ηὸ ΒΖΜΛ ἄξα ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΔΘΠΟ ζηεξεὸλ ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ 

ἡ ὁκόινγνο πιεπξὰ ἡ ΒΓ πξὸο ηὴλ ὁκόινγνλ πιεπξὰλ ηὴλ ΔΕ. ὡο δὲ ηὸ ΒΖΜΛ 

ζηεξεὸλ πξὸο ηὸ ΔΘΠΟ ζηεξεόλ, νὕησο ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΓΔΕΘ ππξακίδα, 

ἐπεηδήπεξ ἡ ππξακὶο ἕθηνλ κέξνο ἐζηὶ ηνῦ ζηεξενῦ δηὰ ηὸ θαὶ ηὸ πξίζκα ἥκηζπ ὂλ ηνῦ 

ζηεξενῦ παξαιιειεπηπέδνπ ηξηπιάζηνλ εἶλαη η῅ο ππξακίδνο.  

 

θαὶ ἡ ΑΒΓΖ ἄξα ππξακὶο πξὸο ηὴλ ΓΔΕΘ ππξακίδα ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ ΒΓ 

πξὸο ηὴλ ΔΕ: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη.  

 

Πόξηζκα 

 

἖θ δὴ ηνύηνπ θαλεξόλ, ὅηη θαὶ αἱ πνιπγώλνπο ἔρνπζαη βάζεηο ὅκνηαη ππξακίδεο πξὸο 

ἀιιήιαο ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ εἰζὶ ηῶλ ὁκνιόγσλ πιεπξῶλ.  

 

δηαηξεζεηζῶλ γὰξ αὐηῶλ εἰο ηὰο ἐλ αὐηαῖο ππξακίδαο ηξηγώλνπο βάζεηο ἐρνύζαο ηῷ θαὶ 
ηὰ ὅκνηα πνιύγσλα ηῶλ βάζεσλ εἰο ὅκνηα ηξίγσλα δηαηξεῖζζαη θαὶ ἴζα ηῷ πιήζεη θαὶ 
ὁκόινγα ηνῖο ὅινηο ἔζηαη ὡο [ ἡ ] ἐλ ηῆ ἑηέξᾳ κία ππξακὶο ηξίγσλνλ ἔρνπζα βάζηλ πξὸο 

ηὴλ ἐλ ηῆ ἑηέξᾳ κίαλ ππξακίδα ηξίγσλνλ ἔρνπζαλ βάζηλ, νὕησο θαὶ ἅπαζαη αἱ ἐλ ηῆ 

ἑηέξᾳ ππξακίδη ππξακίδεο ηξηγώλνπο ἔρνπζαη βάζεηο πξὸο ηὰο ἐλ ηῆ ἑηέξᾳ ππξακίδη 

ππξακίδαο ηξηγώλνπο βάζεηο ἐρνύζαο, ηνπηέζηηλ αὐηὴ ἡ πνιύγσλνλ βάζηλ ἔρνπζα 

ππξακὶο πξὸο ηὴλ πνιύγσλνλ βάζηλ ἔρνπζαλ ππξακίδα. ἡ δὲ ηξίγσλνλ βάζηλ ἔρνπζα 

ππξακὶο πξὸο ηὴλ ηξίγσλνλ βάζηλ ἔρνπζαλ ἐλ ηξηπιαζίνλη ιόγῳ ἐζηὶ ηῶλ ὁκνιόγσλ 

πιεπξῶλ: θαὶ ἡ πνιύγσλνλ ἄξα βάζηλ ἔρνπζα πξὸο ηὴλ ὁκνίαλ βάζηλ ἔρνπζαλ 

ηξηπιαζίνλα ιόγνλ ἔρεη ἤπεξ ἡ πιεπξὰ πξὸο ηὴλ πιεπξάλ.  

 

                                                 
1 ΧΗ.28 Ако раван, која пресеца паралелепипед, пролази кроз дијагонале наспрамних страна, тело је преполовљено том равни. 
2 ΧΗΗ.7 Свака призма са троуглом у основи може се поделити на три међу собом једнаке пирамиде са троугловима у основама. 
3 VI.20 Слични многоуглови се могу раставити на сличне троугле у истом броју и у истим односима према нерастављеним (целим многоуглима), и многоугао је према многоуглу у двапут 

вишој размери одговарајућих страна. 
4 V.12 Ако је неколико пропорционалних величина, онда је једна од претходних према једној (одговарајућој) од наредних, као збир свих претходних према збиру свих наредних. 
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XΗΗ. 9 

 

Код једнаких пирамида које имају троуглове у основама основе су обрнуто 

пропорционалне висинама; и ако су код пирамида које имају троуглове у 

основама основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. 
 

Нека су дате једнаке пирамиде са троугловима АБ  и ЕЗ у основама и са 

врховима у тачкама Х и .  

 

 
 

Тврдим да су код пирамида АΒΓΖ и ΓΔΕΘ основе обрнуто пропорционалне 

висинама, тј. да је основа АΒΓ према основи ΓΔΕ као висина пирамиде ΓΔΕΘ 

према висини пирамиде АБ Х. 

 

Заиста, допунимо паралелепипеде ΒΖΜΛ и ЕΘΠО. Пошто је питамида АΒΓΖ 

једнака пирамиди ΓΔΕΘ а тело ΒΖΜΛ је шест пута веће од пирамиде АΒΓΖ и тело 

ЕΘΠО шест пута веће од пирамиде ΓΔΕΘ, биће тело ΒΖΜΛ једнако телу ЕΘΠО. 

Али су код једнаких паралелепипеда основе обрнуто пропорционалне висинама 

[ΥΗ.34]1. Но основа ΒΜ је према ЕΠ као троугао АΒΓ према троуглу ΓΔΕ [I.34]2. 

Значи троугао АΒΓ се односи према троуглу ΓΔΕ као висина тела ЕΘΠО према 

висини тела ΒΖΜΛ [V.11]3. Али висина тела ЕΘΠО је једнака висини пирамиде 

ΓΔΕΘ и висина тела ΒΖΜΛ је једнака висини пирамиде АΒΓΖ. На тај начин се 

Τῶλ ἴζφλ πσρακίδφλ θαὶ ηρηγώλοσς βάζεης ἐτοσζῶλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεης 

ηοῖς ὕυεζηλ: θαὶ ὧλ πσρακίδφλ ηρηγώλοσς βάζεης ἐτοσζῶλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ 
βάζεης ηοῖς ὕυεζηλ, ἴζαη εἰζὶλ ἐθεῖλαη.  

 

Ἔζησζαλ γὰξ ἴζαη ππξακίδεο ηξηγώλνπο βάζεηο ἔρνπζαη ηὰο ΑΒΓ, ΓΔΕ, θνξπθὰο δὲ ηὰ 

Ζ, Θ ζεκεῖα:  

 

 
 

ιέγσ, ὅηη ηῶλ ΑΒΓΖ, ΓΔΕΘ ππξακίδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαί 
ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο ὕςνο πξὸο 

ηὸ η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο ὕςνο.  

 

                                                 
1 ΧΗ.34 Код паралелепипеда једнаке запремине основе су обрнуто пропорционалне висинама. И ако су код паралелепипеда основе обрнуто пропорционалне висинама, они су једнаке 
запремине. 
2 I.34 Код паралелограма су наспрамне стране и углови једнаки међусобно и дијагонала га полови. 
3 V.11 Две размере једнаке једној истој размери једнаке су међу собом. 
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основа АΒΓ односи према основи ΓΔΕ као висина пирамиде ΓΔΕΘ према висини 

пирамиде АΒΓΖ. Према томе су код пирамида АΒΓΖ и ΓΔΕΘ основе обрнуто 

пропорционалне висинама. 

Нека су сад код пирамиде АΒΓΖ и ΓΔΕΘ основе обрнуто пропорционалне 

висинама, тј. основа АБ  је према основи ΓΔΕ као висина пирамиде ΓΔΕΘ према 

висини пирамиде АΒΓΖ. Тврдим да је пирамида АΒΓΖ једнака пирамиди ΓΔΕΘ. 

Заиста, после исте конструкције, пошто је основа АΒΓ према основи ΓΔΕ као и 

висина пирамиде ΓΔΕΘ према висини пирамиде АΒΓΖ, а основа АΒΓ је према 

основи ΓΔΕ као паралелограм ΒΜ према паралелограму ЕΠ, биће паралелограм 

ΒΜ према паралелограму ЕΠ као висина пирамиде ΓΔΕΘ према висини пирамиде 

АΒΓΖ [V.11]. Но висина пирамиде ΓΔΕΘ је једнака висини паралелепипеда 

ЕΘΠО, а висина пирамиде АΒΓΖ је једнака висини паралелепипеда ΒΖΜΛ. Према 

томе је основа ΒМ према основи ЕΠ као висина паралелепипеда ЕΘΠО према 

висини паралелепипеда ΒΖΜΛ. Али ако су код неких паралелепипеда основе 

обрнуто пропорционалне висинама, такви су паралелепипеди једнаки [ΥΗ.34]. 

Значи, паралелепипед ΒΖΜΛ једнак је паралелепипеду ЕΘΠО. А како је пирамида 

АΒΓΖ шести део од ΒΖΜΛ, а пирамида ΓΔΕΘ шести део од паралелепипеда 

ЕΘΠО, биће и пирамида АΒΓΖ једнака пирамиди ΓΔΕΘ. 

 

На тај начин, код једнаких пирамида које имају троуглове у основама основе су 

обрнуто пропорционалне висинама; и ако су код пирамида које имају троуглове у 

основама основе обрнуто пропорционалне висинама, пирамиде су једнаке. А то је 

требало доказати. 

΢πκπεπιεξώζζσ γὰξ ηὰ ΒΖΜΛ, ΔΘΠΟ ζηεξεὰ παξαιιειεπίπεδα. θαὶ ἐπεὶ ἴζε ἐζηὶλ ἡ 

ΑΒΓΖ ππξακὶο ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη, θαί ἐζηη η῅ο κὲλ ΑΒΓΖ ππξακίδνο ἑμαπιάζηνλ ηὸ 

ΒΖ ΜΛ ζηεξεόλ, η῅ο δὲ ΓΔΕΘ ππξακίδνο ἑμαπιάζηνλ ηὸ ΔΘΠΟ ζηεξεόλ, ἴζνλ ἄξα 

ἐζηὶ ηὸ ΒΖΜΛ ζηεξεὸλ ηῷ ΔΘΠΟ ζηεξεῷ. ηῶλ δὲ ἴζσλ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ 

ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΒΜ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΠ βάζηλ, 

νὕησο ηὸ ηνῦ ΔΘΠΟ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ ΒΖΜΛ ζηεξενῦ ὕςνο. ἀιι' ὡο ἡ ΒΜ 

βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΠ, νὕησο ηὸ ΑΒΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΓΔΕ ηξίγσλνλ. θαὶ ὡο ἄξα ηὸ 

ΑΒΓ ηξίγσλνλ πξὸο ηὸ ΓΔΕ ηξίγσλνλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΔΘΠΟ ζηεξενῦ ὕςνο πξὸο ηὸ ηνῦ 

ΒΖΜΛ ζηεξενῦ ὕςνο. ἀιιὰ ηὸ κὲλ ηνῦ ΔΘΠΟ ζηεξενῦ ὕςνο ηὸ αὐηό ἐζηη ηῷ η῅ο 

ΓΔΕΘ ππξακίδνο ὕςεη, ηὸ δὲ ηνῦ ΒΖΜΛ ζηεξενῦ ὕςνο ηὸ αὐηό ἐζηη ηῷ η῅ο ΑΒΓΖ 

ππξακίδνο ὕςεη: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ η῅ο ΓΔΕΘ 

ππξακίδνο ὕςνο πξὸο ηὸ η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο ὕςνο. ηῶλ ΑΒΓΖ, ΓΔΕΘ ἄξα 

ππξακίδσλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ. Ἀιιὰ δὴ ηῶλ ΑΒΓΖ, ΓΔΕΘ 

ππξακίδσλ ἀληηπεπνλζέησζαλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, θαὶ ἔζησ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο 

ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ η῅ο ΓΔΕΘ ππξακίδνο ὕςνο πξὸο ηὸ η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο 

ὕςνο: ιέγσ, ὅηη ἴζε ἐζηὶλ ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη. Σῶλ γὰξ αὐηῶλ 

θαηαζθεπαζζέλησλ, ἐπεί ἐζηηλ ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ η῅ο 

ΓΔΕΘ ππξακίδνο ὕςνο πξὸο ηὸ η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο ὕςνο, ἀιι' ὡο ἡ ΑΒΓ βάζηο πξὸο 

ηὴλ ΓΔΕ βάζηλ, νὕησο ηὸ ΒΜ παξαιιειόγξακκνλ πξὸο ηὸ ΔΠ παξαιιειόγξακκνλ, θαὶ 
ὡο ἄξα ηὸ ΒΜ παξαιιειόγξακκνλ πξὸο ηὸ ΔΠ παξαιιειόγξακκνλ, νὕησο ηὸ η῅ο 

ΓΔΕΘ ππξακίδνο ὕςνο πξὸο ηὸ η῅ο ΑΒΓΖ ππξακίδνο ὕςνο. ἀιιὰ ηὸ [ κὲλ ] η῅ο ΓΔΕΘ 

ππξακίδνο ὕςνο ηὸ αὐηό ἐζηη ηῷ ηνῦ ΔΘΠΟ παξαιιειεπηπέδνπ ὕςεη, ηὸ δὲ η῅ο ΑΒΓΖ 

ππξακίδνο ὕςνο ηὸ αὐηό ἐζηη ηῷ ηνῦ ΒΖΜΛ παξαιιειεπηπέδνπ ὕςεη: ἔζηηλ ἄξα ὡο ἡ 

ΒΜ βάζηο πξὸο ηὴλ ΔΠ βάζηλ, νὕησο ηὸ ηνῦ ΔΘΠΟ παξαιιειεπηπέδνπ ὕςνο πξὸο ηὸ 

ηνῦ ΒΖΜΛ παξαιιειεπηπέδνπ ὕςνο. ὧλ δὲ ζηεξεῶλ παξαιιειεπηπέδσλ 

ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο ὕςεζηλ, ἴζα ἐζηὶλ ἐθεῖλα: ἴζνλ ἄξα ἐζηὶ ηὸ ΒΖΜΛ 

ζηεξεὸλ παξαιιειεπίπεδνλ ηῷ ΔΘ ΠΟ ζηεξεῷ παξαιιειεπηπέδῳ. θαί ἐζηη ηνῦ κὲλ 

ΒΖΜΛ ἕθηνλ κέξνο ἡ ΑΒΓΖ ππξακίο, ηνῦ δὲ ΔΘΠΟ παξαιιειεπηπέδνπ ἕθηνλ κέξνο ἡ 

ΓΔΕΘ ππξακίο: ἴζε ἄξα ἡ ΑΒΓΖ ππξακὶο ηῆ ΓΔΕΘ ππξακίδη.  

 

Σῶλ ἄξα ἴζσλ ππξακίδσλ θαὶ ηξηγώλνπο βάζεηο ἐρνπζῶλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο 

ὕςεζηλ: θαὶ ὧλ ππξακίδσλ ηξηγώλνπο βάζεηο ἐρνπζῶλ ἀληηπεπόλζαζηλ αἱ βάζεηο ηνῖο 

ὕςεζηλ, ἴζαη εἰζὶλ ἐθεῖλαη: ὅπεξ ἔδεη δεῖμαη.  

 

  


